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V o ri?v o r t. 



Die parabolische Theorie bietet die einfachsten und iii vielen Fällen 
der Praxis auch ausreichenden analytischen Mittel, zur Erkenntnisa 
ballistischer Verhältnisse zu gelangec ; aus diesem Grunde glaubte ich 
die Eealisirung einer schon lange gehegten Absicht nicht ganz unzweclc- 
mäesig, die wichtigsten Lehren der parabolischen Theorie, und die Art 
-ihrer Verwerthung hei Ermittlung der Elemente der ballistischen Kurve 
in möglichst elementarer Form vorzuführen, und klar zu stellen, 
was diese Theorie dem ausübenden Balllstiker au leisten im Stande sei. 
Durch die Verwerthung der Ergehaisse mniuer eigenen Forschung 
— die ein sachkundiger Loser leicht ausfindig machen wird ~ wurde 
ich zu einer, wie ich glaube glücklichen Verbindung der analytischen 
und grafischen Methoden bei der Beweisführung gedrängt, und war es 
mir auf diesem Wege allein möglich , der Anwendung der Lehren der 
höheren Analysis gänzlich aus dem Wege zu gehen ; die an einzelnen 
Stellen, im kleinen Drucke, geführten streng analytischen Beweise können 
ohne Störung des Zusammenhanges ganz wohl übergangen werden. 

Wenn ich durch diese kleine Arbeit ein nützliches , praktisch 
brauchbares Büchlein geschaffen habe, so gebührt unbestrittenes Verdienst 
Sr. Exeellenz dem Herrn Feldmarschall-Lieutenant und Präsidenten des 
k. k. technischen und administrativen Militär - Komitfi Arthur Graf 
Eylandt-Rheidt , dessen ballistische Abhandlungen meine Aufmerk- 
samkeit auf den hohen Werth der parabolischen Theorie lenkten, und 
dessen wohlwollender Leitung ich es zu danken habe, dass ich bei meinen 
theoretischen Untersuchungen die Bedürfnisse der Praxis im Auge behielt ; 
es sei mir daher an dieser Stelle erlaubt, meinen respeektvoUsten Dank 
zum Ausdrucke zu bringen. 

Auch sei es mir verstattet, der Pflicht eines dankbaren Schülers 
genügend, besonders hervorzuheben, dass ich für einen nicht geringen 
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Theil der Anregung zu ael)Dslstäadiger Forsphung meinem gewesenen, um 
das Gedeihen der Ai'tiUerie-'Wigsejiscliatt^irii. Oesterreieh hochverdienten 
Herrn Professor, Major in der k. k, Artillene^ Andreas Eutzky, zu lie- 
ßonderem Danke Terpfliehtet bin. 

Die4 Kritik möge" 'in' inftinem ehrlichem Streben , zur Verbreitung 
positiven Wissens in der Armee beizutragen, hinreichenden Qnind aur 
nachsichtigen ßeurtheilung meiner Arbeit finden. 

Bei der Bearbeitung wurden benützt: 

Die Abhandlungen Sr. Excellenz des Herrn Foldmarschall-Lieutenants 
Graf Bylandt-ßheidt. 

Traitö de balistiqne par le genöral Didion. 

Corso di balistica teorico-pratica di i\ Siaeci, capitano d'ai'tiglieria. 



Der VerfasscT. 
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Einleitung. 



Die parabolische Theorie befasst sich mit dem Stadium der Be- 
wegnngsverhältnisse der Körper im leeren Baume. 

Die genaue Keantniss der Bewegaiigsvci-liältniEse eines Körpers würde 
erfordern, dass man in jedem Zeitmomente die Bewegangsverhaltniase jedes 
einaelnen materiellen Punktes desselben anzugeben im Stande sei. Zur Lösung 
dieser scheinbar sehr komplizirten Aufgabe gelangt man einfach dadurch, 
dass vorerst die Bewegung eines einzelnen — vorläufig ganz willkürlichen — 
Punktes des Körpers fftr sieb, hierauf die Bewegung des Köiiici'S um diesen 
Punkt unte lyncht wird. 



1) Zerlegung der iillgciucineii Urwcgiing «iiu'^ >^üirrcn Köry«rs. 

Indem mau die Elementar- (unendlich itleiiie) Bewegung 
eines starren Körpers, geometrisch d. li. ohne Rücksicht auf Oie einwirkenden 
Ursachen untersucht, gelangt man zu dem wichtigen, die Unlereuchungen 
wesentlich vereinfachenden Resultate, dass der Körper aus einer Lage in die 
nächstfolgende (unendlich nahe) gebracht werden könne, wenn ihm vorerst 
eine fortschreitende (translatorische) und dann eine drehende (rota- 
torische) Bewegung ertheilt wird, und dass man deu Körper auf so vielfiich 
verschiedene Arten aus einer Lage in die andere bringen könne, als er 
materielle Punkte hat. 

Dies ist durch eine einfache Betrachtung leicht eiiizui,ehen : Offenbar 
kann die Bewegung eines materielleu Punktes nur eine fortschreitende sein; 
ziehen wir einen beliebigen Puukt (A) des Körpers und seine Elementar- 
bewegung in Betracht, so können wir alle Puukte des Körpers zuerst zu (Ä) 
parallele Bewegungen annehmeu lassen, bis (A) in seine neue Position gelangt; 
sollen nun die übrigen Punkte des Körpers geometrisch in ihre richtigen 
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Positionen überführt werden, so kann dies, da [A) — bereits in seiner 
richtigen Stellung angelangt - — unbeweglich bleiben rauss, nur durch Kotaüon 
um eine dnrch {A) gehende Axe erfolgen. Halten wir für alle folgenden 
Elementarbewegungen den Punltt (A) fest, so haben wir offenbar die 
allgemeine Bewegung des Körpers in eine fortschreitende 
Bewegung parallel jener des willkörlich gewählten Punktes 
(A), und in eine rotatorische Bewegung ura ein durch (Ä) 
gehendes System von, in einer Kegelfläche liegenden, Axen 
zerlegt, und sind in der Lage, jode dieser Bewegungen einzeln zu unter- 
suchen; diese Ascn heissen, weil um jede einzelne die Drehung nur nährend 
eines unendlich Ideinen Zeitraumes erfolgt, Momentanaxen. 

Aus der Willkürlichkeit in der Wahl des Punktes (J.) folgt zunächst, 
dass die Zerlegung der allgemeinen Bewegung in eine translatorische 
und eine rotatorische Bewegung auf unendlich mannigfaltige Art er- 
folgen könne, dass wir ferner ans allen Kärperpunkten jenen fürwahlen müssen, 
der die einfachste analytische Behandlung des vorliegenden 
Problems ermöglicht. 

Die "Wahl wird auf den ausgezeichneten Punkt des Körpers fallen, 
welchen man den Schwerpunkt nennt, da er hervorragende, die Behandlung 
der Probleme wesentlich vereinfachende Eigenschaften besitzt. 



2) Tlicoi'ciii von der Bewegung des SeJiwerpunktcs= 

Eine sehr wichtige Eigenschaft ist durch das Theorem vo 
i'egung des Schwerpunktes repräsentirt, von welchem man 
1 Ballistik Gebrauch macht : 



Seien x, y, e die Koordinaten irgend eines beliebigen Magsenpunktee bezogen 
auf ein rechtwinkliges Asensysteni; X, Y, Z die Komponenten einer an dem be- 
trachteten Punkte thätigen Kraft parallel au den 3 Axen, so bestehen bekanntlich 
die 3 Differenz iaigleichungen der Bewegung des Punktos: 



die aus dem zwischen den Kräf n 1 [- m.Ts-...] und den angebrachten 

Kräften i^X . . .] bestehenden G g [D'Älembert's Prinzip | resultiren. 

Wenn wir nun für alle P k d eraes die analogen Gleichungen auf- 
schreiben und dieselben addirc r; 
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welclie, ämal uach t diffeieuzirt, ergeben: 







dt' d(* 

Durck Terbiaduug mit den obigen Gleichungen reaultii't; 

Das Bind offenbar 3 DifferenzialgieiphuDgen, aus wolcheu die Ordicaten x^, »/,, «, 
des Sckwerpunktea als Funktionen der Zeit erkalten werden können. 

Der klüBGe Anklick dieser 3 Gleichungen lehrt aher auch, daas sie die Be- 
■vregungagleickungen eines materiellen Punktes S {x^, y,, s,) yon der 
Masse M sind, auf den eine Kraft B wirkt, deren Komponeaten parallel zu den 
3Axen [X], [T], [Z] sind Verlegen viir demnack alle auf die einzelnen materiellea 
Punkte einwirkenden Kiafte zu einander paiallel so, dass sie durch diusea ausge- 
zeichneten Punkt (S) geben, SU geben sie als Ktsult'^nte H 

Beachten wirfeniei, dass die lunerea auf S ieduzittenKij,fte sich aufkeheu, 
so gelangen wir zu folgendem wichtigen Theorem: 
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„Der Schwerpunkt eines materiellen Systems bewegt 
sich so, als ob in ihm die Gesammtmasse des äystemes kon- 
zentrirt wäre uud als ob an ihm alle äusseren Kräfte {im 
Gegensatze zu den inneren so benannt) parallel ihren ur- 
sprüngliclteii Riclitungeu wirkten." 

Durch Anwendung dieses Satzes sind wir im Stande, den Ort des 
Schwerpunktes in jedem Augenblicke anzugeben ; nachdem man auch im Stande 
ist, die Bewegungs Verhältnisse des Körpers um den Schwerpunkt, als fixen 
Punkt betrachtel, als Funktionen der Zeit anzugebeu, {wozu atich 3 Glei- 
chungen genügen) so vermögen wir den geometrischen Ort jedes be- 
liebigen Körpei-punktes in jedem beliebigen Momente anzugeben. 

Ein Theil der Ballistik bel'asst sich daher nur mit dem Studinm der 
Bewegnngsverhältnisse des Schwerpunktes des GeachosscK , in dem die ganze 
Geschossmasse vereint gedacht wird, während ein anderer Theil die Bewegung 
des Geschosses um seinen Schwerpunkt untersucht. 

Wir sehen in den folgenden Untersuchungen von der Form und den 
Dimensionen des Geschosses gänzlich ab, und fassen nur seinen Schwerpunkt 
ins Auge. 

3) Sätze aus (let Theorie der Piirabcl. 

Um dem Leser das Nachschlagen in mathematischen Werken zu er- 
sparen, haben wir jene Sätze, von welchen zumeist in den folgenden Unter- 
suchungen Gebrauch gemacht wird, zusammengestellt. 

(Lehrbuch der analytischen Geometrie,' bearbeitet von 0, Fort und 
0, Schlömilch. etc.) 

Die Parabel (Fig. 1) hat die Eigenschaft, dass jeder ihrer Punkte M von 
einem tixcn Punkte: dem Brennpunkte F, ebenso weit absteht, als von 
einer fixen Geraden M^ : der Leitlinie; es ist sonach: 
Mm ~ FM. 

2) Eine Gerade Mt ist Tangente der Parabel, sobald die Projektion f 
des Brennpunktes F auf diese Gerade in der Scheitel-Tangente AT liegt. 

3) Die Taugente Mt an einem Parabelpunkte M bildet mit der Parabel- 
axo AA^ denselben Winkel, wie mit dem Brennstrahle FM jenes Punlttes; 
es ist 

^MIF =^ ^t3IF = <x. 

4) Aus 3) folgt: Der Brennstrabi FM ist gleich dem Abstände Ft 
des Schnittspunktes t der Tangeute Mt mit der Axe AA^ vom Brennpunkte. 

5) Die Scheitel gleichung der Parabel ist 

y^ = 2px\ 
2p ist der geometrische Parameter und gleich ab; ji = aF (der Halbpava- 
meter) ist die Ordinate im Brennpunkte. 
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6) Die Gleichung der Parabel bezogen auf ein System konjngirter 
Diameter MT^ und afX, ist: 

_. ^P ^ 
^ sin^ß ' 
wenn a der Koordinatenwinkel ist. 

4} Vortiegriffe. 

Unter Sehusaebene versteht man die durch die Roliraxe gelegte 
Vertikal-Ebene; der M find ungs-Hori?,ont ist die durch den Mündungs- 
Mittolpunkt (0) gelegte Horizontal-Ebene; der Horizont des Geschütz- resp. 
Schützen Standes heis^t dei natuiliohe Hoiizont HH^. (Fig. 2). 

Um den Bezug dei georaeli i?(-hen Veihiltiiisse dei Flugbahn sowohl 
bei Handfeueiwafien ils Geschützen emheitheh duichfuhien zw können, ordnet 
man das rechtwinklige Kooiiimatensystem so an diss der Ursprung (0) 
im Mündnngs Mittelpunkt sich behndet die Absrisse naxe (OX) ist der 
Schnitt der heha&sehene mit dem Mfindungs Horizonte die Ordinaten- 
axe {OY) die im Mündung^ Mittelpunkte auf den Mündungs- Horizont er- 
richtete Senl rechte 

Die Oidinaten (y) der Bahnpunkte hei&sen weil sie das Mass angeben, 
um welches sich da" Geschoss ühei den Honzont eiheben: Steighöhen 
auch Flugliohen den piiallel 7ui Oidmatena e gemessenen Abstand 
(MN) eines Bahnpunktes (M) von dei Bahntangente OT im Ursprünge, 
nennt man i\til er dis Mais angibt um wekhes nach der geometrischen 
Auffassung dei Bewegung der Geschossschweipunkt von der Bahntangente im 
Ursprünge (Urspiungafangentej geftllen ist die Fallhöhe {f); NM=f. 

Die Abscisse des Aufschlages (Zj heisst die eiteirbte horizontale 
Schussweite («o)- 

Unter Tangenten Winkel (9) versteht man den Winkel, den die 
T g t (Jfi If O ' 5 1" b"g P 1 1 ( ir r -Sf] ) der Bahn mit 
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nswinkel (Erhöhung s-), resp. Depressious- 

el (e) ist jener, den die Kohraxe vor dem Schusse mit 

; der "Winkel (p,- der Ursprungstangente der Bahn 
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mit der zu dem Punkte üfj gezogenen Sehne OM^ lieisst relativer Ab- 
gangswinkei. 

Der Unterschied zwischen dem Abgangs- und Elevationswinkel 
heisst bei Geschützen Erkebungswinkel, bei Handfeuerwaffen Vibra- 
tionswinkel und wird mit ^ bezeichnet; zwischen den 3 Winkeln (p, s, ^ 
besteht folgende Relation: 

9) = « + z/. 

Die Ergänzung des Tangenten winkeis ira Aufsehlage 2, zu 300" nennt 
man Einfalls- oder Fallwinkel (0). 

Fallwinkel am Terrain ist jener Winkel, den die Bahntangente 
ira Aufschlage mit dem Terrain eins chliesst. Fiiter Fallwinkei, rcsp. Ein- 
fallswinkel, bezogen auf die Sehne OM^ (r el a t iv er Einf alls- 
winkel) versteht man jenen spitzen "Winkel 7 ^^ ©,-, welchen die Tangente 
iHj(^ mit der Sehne Oafj einschliesst. 

Poaitionswinkel (w) (zuweilen auch Terraiuwinkel) ist der 
Winkel, den die zu einem Bahnpunkte vom Mündungs-TIorizonte gezogene 
Sehne mit dem Horizonte einschliesst ; sind x, y die rechtwinkligen Koordinaten *) 

des Punktes, so wird der Poaitionswinkel bestimmt aus der Relation: tgw^^^ . 

Der höchste Pnnkt der Bahn (8), oder der Punkt mit der grössten 
Steighähe wird Kulminationspunkt oder Scheitel, dessen Koordinaten : 
Scheitelhöhe (SQ) resp. Scheiteldistanz (0^) genannt; der Thei! 
der Kurve vom Ursprung bis zum Scheitel ist der aufsteigende Ast; 
der Thei! vom Scheitel bis zum Aufschlage der absteigende Ast. 

Die Anfangsgeschwindigkeit bezeichnen wir mit "Fu, die End- 
geschwindigkeit mit Fei die Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte 
mit V. 

Zwei in einem und demselben Horizonte gelegene Punkte heissen 
Niveaupunkte. 



5) Zusammensetziiiig der Lewegangeii. 

Um die Anwendung der Differenzialgleichungen der Bewegung zu um- 
gehen, wollen wir das Erzeugungsgesetz der Flughahn, gestützt äuf das Prinzip 
der Zusammensetzung der Bewegungen, entwickeln. 



*) Die Lage eines Punktes wird entweder äuich die rechtwmkligen Koordi- 
naten {«, y) oder dmch ^emi'ichff, Kordmiten {1 ri) reap iy, Ji) bestimmt statt a: 
kann auch der dem v (äIs eiieichte totifontile bi-hussA exte) ent"-! reihen k Abgangs- 
winkel ^j: genommen werden 
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Die Mechanik Jehrt, dasa, wenn mehrere Kräfte gleichzeitig 
auf einen und densell^en materiellen Punlit wirken, jede 
Kraft ihre, ihr eigeathümiiehe Wirkung unabhängig von den 
anderen Kräften hervorbringt, 

Eine direkte Konsequenz dieses wichtigen Satzes ist der Satz von der 
Zusammensetzung der Bewegungen: 

Wenn ein materieller Punkt gleichzeitig mehrere Be- 
wegungen annehmen soll, so wird der Ort des Punktes nach 
einer gewissen Zeit ( geometrisch festgestellt, wena man 
ihn diese Einzelnbewegungen auf einanderfolgend, u. z. jede 
während derselben Zeit ( auafübren I&sst; die Reihenfolge 
ist hiebei ganz gleicbgiitig. 

Nehmen wn z B in dei Punl t wurde untei dei alleinigen Eil Wirkung 
einer Kraft (die Krift doi Tiigheit mit inbeonflen) den geiadbni^en Weg J.B 
beschreiben; m deiselben Zeit btschnebe ei untei Emwiiiung emti nndeien 
Kraft den geiidlinigen Weg AC wobei es ginz gleitbgilbg ist weichet 
Natur die beiden angenommenen (lei Einfachheit halbei) gpiillmigen Be 
wegungen sinl Wii eih hea dem oben ausgespiochenen Satze zufolge geo 
metrisch den Oit den dei mafceiielle Punkt untei gleulizeifi^ i Einwirkung 
beider Kräfte n^ch dereelben oben in Betracht gezcgenen Zeit vienn «ii 
BD ^ ÄC ziehen odei mit Worten um jD zu cihilten lasst m a den 
Punkt von A nach C und hiciauf ^ t C ^< bewegen dass CD -j^: AL ist 
(Fig. 3). 

Von der Natui dci Einzelbe\^ egucgen will die Natm dei lesnltiienien 
Bewegung (AEIJ) alhinaen welche uns aber so lange es =i h nui um geome 
trische Feststellung handelt gleicbgiltig sein kmn 

Zeigen wii die Bewegung,sncbtnngen duicb Pteile a,ii so wiid eisicMlicb 
dass die Pfeilrichtung der lesultiienlen Bewe^unt^ [AED) des allgeneinen 
Bichtmig dpt^ Pfpilznee=! (A( D) der Emzelbewe^uiten ent e^ent,eset7t lat 

6) Kräfte und Einztllieivfiguiigen im lultleer«« Rauiive. 

Das Geschoss verlasse das Rohr mit der Anfangsgeschwindigkeit 
Ya und es schliesse die anfängliche Bewegungsricbtung , deren Repräsentant 
die Ursprungstangente ist, mit dem Horizonte den Äbgangswinkel 9) ein. 
Aafangsgesohwiudigkeit und Abgangswinkel sind die beiden die 
Flugbahn näher bestimmenden Elemente. 

Dem Gesetze dei Tiägheit zu FoJge hat das Geschoss das Streben, 
sich m der Richtung der Ursprungstangente mit der Geschwindigkeit V„ 
( gleich föimig) bis ms Unendliche fortzubewegen; es wird gewissermassen 
durch eine un ersieh opiiiehe Kraft fortgetrieben, die man Kraft der Träg- 
heit nennl 
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Die der Kraft, der Trägheit, Gtitsprechende Einzel- 
bewegung ist daher eine geradlinige, gleichförmige Bewe- 
gang in der Richtung der Ursprungstangente, 

Die zweite auf das Gesehoss einwirkende Kraft ist die Scliwer kraft, 
deien enzelne 'Wirkungsnchtungen wegen dei im Veihältni se zu den Erd 
DimenMonen geringen I ängenausdehniing dei Bihu zu emandei paiallel u z 
patallel zui Oidinaten'ixe angenommen weiden lonnen Wegen der im Ver 
hältnisse zum Eidhalbmes^ei geringen Hohenausdehnung dei Bahn wiid auch 
auf die Yiiiition der ^nhwerknffc m dei EichtiinK ^f''^ Eidlnlhraesseis. keine 
Rücksicht genommen 

Haben wn einmal lit lein 1 titfipulen (hio nt pt leif Be^ hlpu 
mgung lei Schweie (ry) ennittelt Heilt die^Pi^\eitl fii lie "wze Bilu 

konstant g ist fui Wien 9 HO'I 

Dei Einfluss dei Erdrotaliou bleibt au h unleiu k'iiclitigt 
Nach dem Sat^e \on dei Ilnil h^ngigkeit der Wirkungen dei Kilfte 
nm^s dis Gesehoss unabb ngig von der eist dednyirten Ein?elbewegung fallen 
u 2 genau na h denseltem CTeset7e nach denen ein uispiun^lich luhendei 
Körper lUllt. Die uweiteEinzelbcwegung ist demnach die be- 
kannte Fallbewegung, d.h. eine geradlinige, gleichförmig 
beschleunigte Bewegung, mit, der Besiiblennigung g. 

Um daher (Fig. ü) die Lage des bewegten Punktes noch dei Zeit (" 
(Sekunden) geometrisch fpstzustellen l-i^st man denselben wählend dei ZeitC 
in der Ursprungstangente die gleiehfoiraige Bewegung mit der Geifhwmdig- 
keit F„ vollführen; ei gelange hiedui<h nach N , von hier aus lasse man 
ihn (" lang fallen, wodurch ei nach Jlf kommt und die Lage de-s bewegten 
Punktes nach f fixirt; es ist nun klar wHum NM die Fallhohe (/) heisst. 
Diese rein geometnsche Operation i'it von dem Abgangswinkel (p gänzlich 
unabhängig, i50 dass wii sofoit folgenden kaii. aufstellen können 

Ein und dieselhe Anfangsgeschwindigkeit vorausgesetzt, 
sind die Fallhöhen für gleich grosse Stücke der Ursprungs- 
tangenten (von aus gemessen) unabhängig vom Abgangs-' 
Winkel if einander gleich. 

Dieser Sat?, kann wegen seiner giossen Wuhtigktit in der Rallistik über- 
haupt, der Satz der Fallhöhen genannt «eiden. 

Es ist auch klar, ilass die obfrcu fadpuiikte ■^ei Fallhnhea, die für die 
Zeit t allen möglichen Abgangswinkcln entspiocheii, in einem Kreise liegen, dessen 
Mittelpunkt und dessen Halbmesser ■=■- V,i t itt , die Gleichang dieses Kreises ist : 

Die unteren Endpunkte des eben betiachteteu Sjstems der Fallhöhen sind 
alle gegen äie oberen um das Mass der, Jei Zeit i cüt--piecheiiitLn , Fallhöhü natih 
abwärts genickt; diese Fallhöhe ist bekanntlich hgt' 
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Es liegen sonai-h die unteren Endpunkte des betfachteteo Systemes von Fall- 
höhen in einem Kreise, dessen Haliimesser r =-- Fn . i ist; die Ordinaten des Mittel- 
punktes sind : 

setüt man in die allgemeine Kreisgleichung 

dieWerthe von ^3, 2 nnd r ein, so ist die Gleichung dieses Kreises, als geometrischen 
Ortes der unteren Endpunkte der Fallhöhen : 

K' + Ö; + ;9«')" = (T'<, .i)^. 
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I, ABSCHNITT. 

A) Geometrische Verhältaisse der Flugbahnparabel. 



1) G-leichung der Flugliali« im leeren Kauine , Ijezogeii auf das 
im Ursprünge angeordnete sehiefwinklige Axensystcin. 

Der in der Einleitung aiigegebeDB Vorgang zur Ermittlung der Flug- 
bahnpuakte lässt unmittelbar scliliessen, dass die Flugbahnkurva in der 
Scliussebene liegt, sie demnach eine ebene Kurve ist. 

Um mögliclist rasch znr Gleichung der Kurve (Fig. 2) nnd zur Er- 
ItenntnisB ihrer Natur zu gelangen, ordnen wir für den Augenblick ein schief- 
mnkliges Axensystem an : der Ursprung ist 0, die Urspningstangente OT die 
Abscissenaxe (OX,); die abwärts verlängert« Ordinatenaxe OT, die neue 
Ordinatenaxe iOT-^); die Ordinaten des Punktes M sind: 

WN=Y und ON=X; 
es ist offenbar: 

X~ r„.t 

Ellminiren wir zwischen diesen beiden Gleichungen die Zeit (, so erhalten 
■wir eine von t unabhängige, für alle Punkte der gesuchten Kurve gütige 
Beziehung: die Gleichung der Kurve bezogen auf das schief- 
winklige Axensystem Y^OX^: 
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Aus der analytischen Geometrie ist bekanat, dass die GleiclinEg der 
Parabel bezogen auf ein System koiijugirter Diameter, wozu auch die Axen 
des rechtwinkligen Koordinatensystems gehören, immer die Form hat: 

x\ ^ 2 my,. (Z) 

Es ist sonach die gefundene Gleichung die Gleichung einer Parahel, 
bezogen auf ein System konjugirter Diameter, 

Die Flugbahn des Geschosses im luftleeren Räume ist 
daher eine Parabel, und die Axen OX, und OY^ ein Paar konjugirter 
Diameter, von welch' einem, nämlich OS^, bekannt ist, dass er eine Tangente 
an die Bahn ist. 

Der zweite konjugirte Diameter der. Parabel OF, muss, der Theorie der 
Parabel entsprechend, die Richtung der Axe angeben ; wir folgern sonach 
weiter, dass die Axe der Flughahnparabel vertikal, also 
parallel zur Y-Axo ist. 
Ist 

x' ^ 2 inj 
die Scheitel gl eichung der Parabel, so ist, der analytischen Geometrie der 
Ebene zufolge, wenn a der Axenwinliel des Systemes konjugirter Diameter 
ist, die Gleichung der Parabel bezogen auf dieses System : 

' sin^ß ' ^' 
Aus den Gleichungen if) und (m) folgt: 



{m) 



3) Schelte] gleiehuiig der Fhigbahnpai-ahel. 

Gleichung (iw) besagt, dass man von der Gleichung der Parabel, bezogen 
auf ein System konjugirter Diameter, die Seh eitel gl eichung erhält, wenn der 
constante Faktor von y^ der ersteren Gleichung mit sin^ß multiplizirt wird. 

Wir folgen sonach als Scheitelgleichung der Flugbalmparabel ; 

. 2 VI . 



-— ■ y. 

Der Winkel («), den die Ursprungstangente mit der Ordinatenaxe bildet, 
ist in unserem Falle: 



die Seh eitel gleichung der Parabel übergeht sonach i 
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2 V'-', . co-i^ffi 



cier Halb -Parameter p der Parabel ist; 

Tf, . cos^tf 



3) (jleiehiing der Flughalmpai'ab«! l)ezogen auf das iiovmale 
Koordinatensystem. 

Die Gleidiuiitf dei Parabel bezogen auf unser normales Axensystem 
OXY ergibt sich dnelite auf folgende Weise: 
Ans Fig 2 tol(;t 

MP = y ^ jVP — NM ; 
nun ist: 

.YP =z X tR^i unil iYj¥ = /' = ^flt^ ; 
daher : 

y =i X t^cp — Iffi^ = xtgif — Fallhöbe. 
Die Gleichung p ^^^ x igq) — Fallhöhe ist aueh in der banistischen 
Theorie gütig. 

Beachtet raaji, dass x der in der K-Axe vom bewegten Punlite mit der 
tiescliwindigkeit y„,cos()p (in der Zeit t) gleichförmig zurückgelegte Weg 
ist, so besteht die Gleichung: 

X =: F„ , cos (f . t 

und daraus 

Yi, . cos <p ' 
was in obige Gleichung substituirt, evj^ibt: 

als Gleichung der Flugbahn bezogen auf unser normales Koortlinatensystem. 

Anraerliung, Wir bemerkten in der Einleitung, dass die unteren Punkte der 
Fallhühen zugleich Fliigbahnpunkto sind und os iat klar, dass die Flugbahupunkte 
aus dem Schnitte des geometrischen Ortes der unteren Fallhöhenpunkte (Kreis) mit 
den verlängerten Fallhöhen entstehen. Analytiscli müssen diese Punkte durch 
Koexisteux der reap. Gleichungen festgestellt werden. 

Die Gleichung der Fallhöhe fllr den Abgangswinkel <fi und die Zeit t ist: 
x=^ V„ . cosff .t; 
die Gleichung des geometrischeo Ortes der unteren Fallhöhen punkte für die Zeit f, 
bekanntlich : 
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r äie ?Mt t nus beiden GleichuDgeu, so i-esultirt: 

die bekaimte Gleicliuug der Flugliahuparabel. 

Das obere Zeichen entspriclit einem Erböliuuga- , das untere einem 
Scnkungswinlcel; da wir unsere Untersuehungea , um ihnen den Cliaraliter der 
Allgemeinheit zu wahren, nur im 1. Quailianten des angenommenen Koordinaiea- 
systemes vornehmen müssen, so buhaii.cu wir nur das positive Zeiclieu bei. 

4) Fallhöhe. 

Die li'alliiölie für eine bestimmte Zeit ist: 

durch die beiden Gleichungen; 

X = V"„, . t 
und 

a; =z F„ . COS ^ . ( 
können wir dei'selbeii folgende 2 Formen geben: 

Formel a) ist der analytische Ausdruck des fi'üher aus dem Gange der 
Konstruktion dedUKirten Satzes der FaHliöben. 

Aus h) folgt fUr ein und dieselbe Bahn die Proportion: 
/, : /■, =xl:xl 
in Worten : dieFallhölien stehen im Verhältnisse dcrQuadrate 
der zugehörigen Abscisseti 

Dies ist ein Fundamentilsati! der paiabohschen liiooni, und daium \ou 
grosser Brauchbaikeit weil mittelst desselben auf mein odei ramdoi hngem 
Wege alle, dei paiabolischen Theoiie eutspringeirdtn loimcln abgeleitet 
werdea konneu (Siehe Handbuch fui die k k AitiUeuc 1 Theil 4 Ab- 
schnitt. I. Sthiea&eii und Weilen aus Beld und Gebiigb llanonbn Beaibeitut 
von Arthur Giaf Bjlanlt Rheidt k k Geneiilin^jji 1 

Vermittelst diesei Piopoition veimogea vii auch die Bahn punktweise 
zu bestimmen talls uns nebst d m Abgangeftiukel die zu einei Abscisse gc 
hörige Fallhöhe bekannt i'it nas jafei eiötteit wul 

5) Zahl dei ftii lUe Fixiiuus' dei Flu}?hah]ip.iiahel iiotli windigen 
lou ciuaudoi imabhiingtgOH Bedingungen 

Die fui eine uni dieselbe Flugbahn konstanten (nos en V und (p 
wollen wir, dem mathematischen '^pachgebiiucle gemäss die Pxiiroeter 
heissen, und hiben dabei zum Unteijchiele dem Paiamelei 2j dia Beiwort; 
„geometrisch i oigesBtzt 
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Aus den vorgehenden Entwicklungen ist klar, dasa die Flugbabnparabel 
darch den Punkt 0, und die beiden Parameter Va und tp vollkommen be- 
stimmt ist; wenn wir diese Tbatsache gencralisiren, so gelangen wir zu dem 
wichtigem Schlüsse, dass die Parabel durch 3 von einander un- 
abhängige Bedingungen vollkommen bestimmt ist. 

Sind 3 solcher unabhängiger Bedingungen gegeben, so unterliegt es 
keinem Anstände die Parabel geometrisch festzustellen und die fundamentalen 
Bestimmuugsstücke : geometrischen Paraineter (2^)} und Scheitel (S) nu er- 
mitteln. 

Der geometrische Parameter ist uns bereits bekannt ; er ist ; 



6) Bestlmmuiig Acv Scheitel - Koordinaten der erreichten hori- 
zontalen Sehnssiveite, der Leitlinie und des Brennpunktes. 

Um den Scheitel der Piiabel festzustellen, machen wir folgende Be- 
trachtungen : 

Bezeichnen x^, y^ die Knoidiiiaten des 'Scheitels S, so bestehen, wie ans 
Fig. 4 zu ersehen, folgende Begehungen 

.1 + >., — i. 

woraus folgt: 

x^ =^ Xu — X 

y-i —y, — y\ 
durch Substitution dieser "Werthe fibergeht die Scheitelgleichung; 
x\ = 'ipy-y 

{x., — x)'^ ^2p {y, — y). (w) 

Die Gleichungen (I) und (II) müssen auf dem Wege der Transformation 
der Koordinaten in einander übergehen; bringen wir die Gleichung (II) auf 
die Form der Gleichung (I), u. z. so, dasa x und ^ ohne Koeffi- 
zienten erscheinen, so müssen, der zuletzt aufgestellten Gleichung zu- 
folge, jene Glieder, von welchen x und y abzuziehen kommt, die Koordinaten 
des Scheitels sein. 

Gleichung (II) lautet: 
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, 2 yj.cos^ffl 2 Tl.cos^a 

X' — — ■ — '- tgq>.x=^ ■ . y 

9 9 

71 . sin 2 cp 2 7?.. cos^cp 

x^ ? ^ . a; = ?- , y. 

9 9 

"Wir können den ersten Theil der Gleichung zu einem vollständigen Quadrate 

ergänzen, indem wir beiderseits " '} ' ü ^^'^'^ addiren und erhalten : 

[y^.sin2y_ "1^_ 2 Yl . cos^tp [" Ff, . sin ^y 1 

Aus dieser Gleichung folgern wir, durch Vergleicli mit (n), die schon 
bekannte Grösse des Halb -Parameters p: 

Yf, . cos^cp 

- = -^r— 

und die Koordinaten des Scheitels : 



2? ' " 23 ' 

iüs nennt man bekanntlich die Scheitel di stanz, 3/, die Scheitelhöhp 

Um dip gewonnenen Aubdröeke kuizer zu schieiben, und sie handsamer 
und übers ichtliL hei zu gestalten fuhit min die sogenannte Geschwindig- 
keitshöhe h em, d h jene Hohe, \on welcher em Körper frei herab- 
fallen müsste, um die Geschwindigkeit T, zu erhalten, diese Höhe ist nacli 
den Fallgpsctzen 

} = ^ 
' 2-ff' 

hiomit übergehen die Ausdrücke für p, x^, j/,, in : 

J) = 2Ä COS^IjD 

Xs ^= ft . sin 2 (p 

y^ = h . sin^go. 

Da die Parabel eine symmetrische Kune 11t muss dei Scheitel m der 

Mitte und, weil die Parabel vertikal anfgestellt eischemt am höchsten liegen; 

es ist demnach y^ auch die maximale Ordinate die wii mit 1/ ^ bezeichnen 

wollen und 

.... ^ fl ■ sm qi 
»•■" = »• = »»'■> = 2i~- 

Wegen der Symmetrie der aufrecht stehenden Parabel mnss der Niveau- 
punkt des Mündungsmittelpunktea um 2xa von dem Ursprünge abstehen; 
SiCg bezeichnet man gewöhnlich mit Xo und nennt Xg die erreichte horizontale 
Schuss- oder Wurfweite; diese ist sonach: 

^ , . r. Fn . sin 2 tfl 

a^o = 2 iKs = 2 ß sin 3 ip = — - 
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Die grösütc (Eiid-) Fallhöhe f,.,,,:^ ist: 

La. = ^„ tg ff = - ^ ■ '' . tgy= '^ ^ 
woraus die Beziehung folgt: 

/ . = 4'/ , 
d h die gl Obste tallhohc ist 4 nid! so giob^, als die giobste Steighöhe, daiaus 
folgt unmitt«tbai, dasa der Scheitel die duinh ihn parallel zui Oidi!iatenas..e 
mneihalh des Winkels 90 geiogene Scline RQ halbiit. 

Aus den Gleiuhungcn fuv p und y-, folgern \vii die Lage dei Leitlinie 

nnd deb Btennpunktes, bekaniithch ist die Leitlinie um -^ vom Scheitel ent- 
fernt, eb ibt demnach dei Ah^ttiiid yi dei ^ui AbbCiiiSCiiaxc paiallelen Leit- 
linie von derselben ; 

Die Lage der Leitlinie ist unabhängig vom Abgangs winke! <f, ist nur 
eine Funktion der AnfangsgeäChwindigkeit, und wir folgern den Satz : 

Alle mit derselben Anfangsgeschwindigkeit erhaltenen 
Flugbahnparabeln haben eine gemeinsame Leitlinie. 

Der Abstand (d) des 13 renn punkten F vom Scheitel S ist = - ; es 

ist daher : 

d =z I — /( cos^ f. 

Bringen wir d und 2/,„„,i ins Verhältniss, so eriialten wir die Kelation : 



"»'■4r- 







d 


z'- 












folgt; 


d. h. für einen Winkel "'^*^'' 
über 


4ä" liegt 


der 


Brennpunkt 


unter 
über 


der 


Ab- 


scissei 
durch 


iiaxe ; für y : 
Der Abstand 


= 45" iiegt er in der Abscissenaxe. 
{8) des Brennpunktes von der Abscissenaxe ist 


bestimmt 






'-' - 1 


= /,{««' 


',f~ 


cos'^r) 








oder 




ä = 


- h , cos : 


l,f. 
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Betrachten wir 2 Abgangawinkel y, nnd (f^: 
-Pi = 4 + " 



so erhalten wir für die Abstände 5^ und d^ : 

Dai-ius fulgem wn ausser dem ohen Bewiesenen noch, daas für zwei sich 
zu 90" er^tnzende Abgansswinltel (p^ und tp^ die absoluten Werthe der Ab- 
stände dei Biennpnnkte \on dei ibacissenaxe einander gleich sind, 

Anmerkung Der Ausliuck für lUt erreichte hnri^ontalf Schnasweite 3:0 
kann m eine andei e mterefisj,nte Form gebracht werden ; man kann näralicli 



xo^- — .Vi,. cos(f . Fo, sin Ol. 

Ffl cosif ist die Horizontal-Komponente Vi, Vg . sini/i die VertilEal-Romponenfe V^ 
der Anfangegeech windigkeit; es ist also: 



oder in Worten: die erreichte horizontale Schussweite ist dem aus den beiden 
komponirenden Geschwindigkeiten gebildeten Eeclitecke resp, dessen Fläche pro- 
portional. 



7) Fiugltalingleichungen, die durch Eliiuinatioii d<?r Anfangs- 
gesehwiiitiigkeit entstellen, und Folgerung von Konstruktioaen. 

Ehe wii die Untei auchnni? dei panbolisi,hen Flajfbaln weitei fuhien 
■wollen wu melreie fui die Praxis sein wichtige Foinieis dtr Tlagbahn 
fjleiclrang entwickeln 

Eine \on alien djnamiscben Beziehungen ginzlich fieie daliei m der 
Piaxis sein vei«endbaie Gleicanng erhalten wir duich folgende Betiachtungen 

d) Ersatz der Anfangsgeschwindigkeit durch die erreichte 
horiaoiitale Schussweife, 

Dei Aasdiuck füi die ciieichte hoiizontale Sckuasweite Xo enthält nur 
7„ und ^ d h zwei tui ein und dieselbe Bahn ganz umeianderliche Grössen; 
es hat demnach Xg füi diese Bahn das Meikraal dei Unvei 'Sadertichkeit an- 
genommen odei mit anderen Weiten j-^ i'^t. ebenso gut ein Parameter als- 
Va uud ff und kann daher einei dei let,4teien dmcb x m-r^üi/X werden. 
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Aus dem Ausdrucke für die erreichte horizontale Scliussweite folgt zu- 
nächst ; 



Bubstituiren wir für -^^ s— ia die Gleichung (II) seinen äquivalenten 

2 7^ COS'' (p 

Werth , so erhalten wir eine neue u. k, sehr einfache Form der Flugbahn- 



„[i-^]. m 



Das ist eine rein geometrische Beziehung, nämlich die Gleichung 
einer Parabel, ron welcher eine zur Axe senkrechte Sehne Xo 
und der Neigungswinkel q) der Tangente im Endpunkte der 
Sehne gegen diese gegeben sind. 

Diese lem geometiische Beziehung (11^) ist von heriorrageni praktiicher 
Wichtigkeit und «iid wie wii dies später daithun werden dinn mit Vor 
tbeil angewendet, vtenn es sich um die Unteisui-hung der geometrischen \er 
Lältmsse eines mohi oder mmdei gio'isen Sttlckes dei ballistischen Kurve 
(Flugbahnkurve im lufterfüllten Räume) handelt In dei Pia^is des Schiessena 
inteiessiien gewöhnlich nur dae djnamrschen und geometrischen \erhältni8se 
des dem Ziele zunächst befindlichen Theiles der ballistisi-hen Kurve, und be- 
gnilgt man sich zumeist mit doi Kenntniss rhrei appi oximativen Weithe Zu 
sehr einfachen Beziehungen, welche appioicimativ, jedoch mit emem füi die 
Piaxia hinreichenden Gen luigkeitsgride, die geometrischen Yerhältnisse des 
KU untersuchenden Thoiles der ballrstischen Kune erkennen lassen, wird man 
nun gelangen, wenn dicsei Kurventheil als einer Parabel angehörend betrach- 
tet wird, deren A\e *eitikj,l ist, und die aus, dei baUistischen Kune ange- 
hörenden Bedingungen naiiei bestimmt wiid 

In vielen Fallen ist nun die erreichte horizontale Schussweite genau 
bekannt , ebenso kann dei Einfallswinkel aus ballistischen Rechnungen oder 
auf expenmentell-analj tischem Wege gefunden werden, dann können wii Xo 
und als, die (durch den Punkt gehende) Parabel vollkommen bestimmende, 
Bedingungen ansehen, und die Paiametei V^ und if durch sie ersetzen. 

Wenn wir eine Parabel Konstruuen, die rtuich den Urspiung und 
den Tieffpunkt im Mundnngslioiizontc gelit und deien Einfallswinkel (auch 
Abgangs^ inkcl) gleich ist dem imlallswinkeS der balliatischen Kuive, 
so wird diese Parabel den letzten Theil der ballistischen Kurve, und zwar 
ein mehi oder mmdei grosses btuok desselben decken, was in der ballistischen 
Theoiie nachgewiesen werden kann (Siehe des Autor's Aufsat? Boitiag 
zur Ballistik der Feldgescblltze und Handfeuerwaffen in den 
Mittheilungeu über Gegenstände des Artillerie- und Geniewesens. Jahrgang 
1875, 8. Heft). 
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Es werden dann alle aus der Gleichung: 

Rofolgetten RpsultatP tut dpn \ün der Parabel hedRclcteii, Theil der ballistischen 
Kune Giltigkeit haben 

Wir sehen dass dieser \nrg'ing eine rein geometrische Operation ist, 
und die dynamischen Veihältnisse der hallistisciien und parabolischen Kurve 
hiei gar nii-ht in Betracht kommen 

Es hat als) jenv G-e^chwmdigkeit : 



r SL 



sin 2© ' 

welche dem Geschosse ertheiit werden mtisste, damit es, unter dem Elevationa- 
winkel @ im leeren Ranme abgeschossen, die horizontale Schassweite Xa er- 
reicht, nichts mit der Endgeschwindigkeit der ballistischen Kurve gemein. 

l) Elimination der Anfangsgeschwindigkeit durch partielle 
Einführung einer neuen Variablen, 

In gleicher Weise, wie wir durch Einfahrung eines neuen Parameters iCo 
für Vi, die dynamischen Verhältnisse eliminirten, vermögen wir diess durch 
partielle Einführung einer neuen Veränderlichen zu thun. 

Wir können nämlich jade Abscisse der Parabel als eine unter dem ver- 
änderlichen Winkel (p^ erreichte horizontale Schussweite ansehen und 

x=2h .sm2(p,: {m) 

setzen. 

Die Gleichung der Parabel kann auch in folgender Form gegeben werden : 

y = x\i%w — — ^— T— I ; («) 

1_ 47* . cos* 9:1 J ^ ' 

führen wir im zweiten Faktor des zweiten Tkeiles für x den Wertli aus Glei- 
chung (wi) ein, und bringen wir den zweiten Theil der Gleichung auf einen 
gemeinschaftlichen Nenner, so erhalten wir eine sehr wichtige Gleichung 
der Parabel: 

■' a cos^ <f ^ ' 

Vereinfachung der Gleichung II". 

Diese Gleichung kann im Falle sehr kleiner Abgangswinke! noch ein- 
fachere Formen annehmen: 

Nach erfolgter Substitution von x aus im) in («) nimmt (r) folgende 
Form an; 



r sin 2 (jpa, 1 
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tg m T ^_ ^ a, tg m -^- 1 - — J— I , 

'^ cos^ <fiA L cos y^c \ cos'' <f)/A 



welche Gleicliuiig sich auch schreiben lässt: 



[/cos a)x\ n 



Ist Winkel (p und demnach auch (jp^ sehr lilein, so werden cos (p^ und 
cos (p nahe gleich der Einheit und sehr wenig von einander verschieden sein, 
weil der cosinus für sehr kleine Winkel sehr unempfindlich ist; setzt man 



so erhalten wir: 

?/^xltgf- tgfj. (II"') 

Da ^3, <C 9) so ist zO'Hfx > cos9>, und; 
cos y.i 

COS(jP ' 

dadurch, dass wir aber diesen Bruch gleich der Einheit setzten, werden 
die aus (11"^) errechneten Ordinaten, gegenüber jenen aus (II") 
etwas zu gross aasfallen: 

Berücksichtigt man die Formel der Trigonometrie: 

^ ^ ^ ^ 1 +tgqr,.tg^.^' 
woraus : 

tg^ — %(f^ = [1 + tgy . tg^^.] . tg(9 — (p^)\ 
bedenkt ferner, dass bei sehr kleinen Abgangswinkeln tg ^ . tg (fj^ gowisser- 
massen eine sehr kleine Grösse 2. Ordnung ist, die wir gegen die Einheit 
vernachlässigen können, so kann statt (II"') auch 

y = xtg{<f — <f^ (II"') 

gesetzt werden; diese Formel gibt kleinere Ordinaten als jene (11"^), Itorrigirt 
deranach etwas den in (II'") begangenen Fehler; dass jedoch die mittelst 
Formel (II"') errechneten Ordinaten noch immer grösser sind, als jene aus 
Formel (11'^), lässt sich am einfachsten dadurch zeigen, dass man (U") auf die 
von Sciacci (Giornale d'artiglieria, p. II, 1872) angegebene Form: 

h ringt. 

Wird s--— bei kleinen Abganaswinkeln vernacMässiet, so erhält man 

cos^qo 

die Formel (n"^) und ist sofort klar, dass die Ordinatenwerthe der Formel (11'^) 

grösser sind, als jene der Formel (II"). 
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Zur Formel («) gelangt man auf folgende "Weise; da: 

sin 2 y — sin 2 9).^ = 2 COS {q> + (px) ■ sin ((p — f^), 
so kann (II") auch in folgender Form geschrielDeii werden: 

a; . cos (y + cp^) . sin (y - 90^.) ^ ^ ts(w~0 ) '^°^(<}> + <f-^)-<^ <9—9''). 

nun ist: 

eos(9) + fx) • cos[tp — y.T,)__eos^9i . cos" 91,1 ■ — ün^tp . sin^fp^ 

cos'^y cos^yi 

COS^ff 

Ist die Differenz der Winke! sehr klein, so kann statt der Tangente 
der Sinus gesetzt werden und wir erhalten endlieh: 

2/ =3 3! sin ((p ~ 9J,t) ; (II'') 

durch Substitution des Sinus für die Tangente wurde der Werth der Ordinate 
gegenüber jenem von (Ilf) etwas herahgedröckt. 

Um der Formel (II" ) die, für die logaritlimisclie Bearbeitung, geeignete 
Form zu geben, setze man 

sin 'l(f — sin 2 rf .^ =^ 2 cos [cp + ^^) . sin (93 — ip^) 
und erhält: 

coa^qo 
Um (11'^') für die logarithmische Bearbeitung geeigneter zu machen, 
setze man : 

sin {q> — (fx) 

cos (p . cos <j)ai ' 

Wir sehen sonach, dass (II'') sieb aus (II") ergibt, indem cos (ff) + (p.^) 
= cos ^(p gesetzt wird. 

'!■ 

mittelst (II'') errechneten Ordinalen im ersten Falle, d.i. boi kleinen Winkeln 
^j; kleinei , im letzten Falle, d 1 hei grossen, nämlich dem Winke! tp sich 
nabelnden Winkeln (f giövser ausfallen, als die mittelst (II") errechneten 
Ordinatenweithe, d h, dass die lus (II*") gerechnete Bahn jene aus (11") 
bestimmte kreuzt 

Beispiel". 

Es sei: y =: 2", (f^ =z l»; daher ist 

<p + (f.i. = 3° (p — <)\-c =■- 1". 
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Formel (n"): log 



Formel (II"'): log 



Formel (II"'}: log 



Formel (11"^; 



-j = logcos(tp + (p^) 


= 


0-9994044 


- 


1 


+ log sin (fp - 


■pj 


= 


0-2418553 


- 


2 


— 2 log cos (p 




= 


— 0-9994708 


+ 


1 


-h 






0-2417889 


- 


2 


^ = 0.017450. 












0=:logsin(<f- 


-9>J 


= 


0-2418553 


- 


2 


— log cos <p 




= 


— 0-9997354 


- 


1 


— log cos <f:^ 




= 


— 0-9999338 


— 


1 


0= 






0-2421861 


- 


2 


^ ^ 0017466. 












|) = logtg(5P- 


<A) 


= 


0-2419215 — 


2 





-■^ ^ 0.017455. 



^(f) = «- 



2418553 - 
0-017452. 



Die bei der Bestimmung des Verliältaisses — begangenen Fehler sind: 

Bei (11^") = 0-000016 
„ (II"') = 0-000005 
„ (11'') =0-000002. 

Wäre z. B. k^^IOOO"', so wären die bei der Bestimmung der Ordinalen 
för die Abscisse x = 1000"' begangenen Fehler der Reihe nach: 

Bei (II'") = 1-6^:™ 
„ (Ilf'') = O-ö*^'" 
„ (II'') = 0-2'^'"', 
welche Fehler für die Praxis als verscli windend klein anzusehen sind. 
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23 
c) Vorallge meiner ung der Formeln II"— II''. 
Die Forme! (II") und die aus ihr abgeleiteten Formeln gelten nicht 
nur für den speziellen Fall der Flugbahnparabel , sondern ganz allgemein 
dann, wenn die Fliigbahngleichung die Form hat: 

wie diess für grosse Geschwindigkeiten und kleine Abgangswinkel in der 
Ballistik nachgewiesen wird: ein Fall, wie er bei den Handfeuern'affen und 

den Feldgeschützen vorkommt: die Fallhöhe f ist = -r- — ^r- und f(3i)>*l. 

Iftcos-'y ^ 

För die Bestimmung der erreichten horizontalen Sehussweite erhält man 

aus der Bedingung y = die Gleichung : 

Xt, . f{x) = ih . üinip. 

Wird jede Abscisse als erreichte horizontale Schussweite unter dem 

Winkel f^ aufgefasst, so besteht auch allgemein die Eelation : 

X . f{x) = 2h . sin (pi. 

Wird dieser Werth in den 2. Faktor dos 3, Theiles von 



,f~x\tgf — Ti—- --^ 
L '^ 4 h cos'^qij 

sin 2 (p — jui 2 9 



y ~ - 

2 cos f 

Die GleichnngEu (II")— (11^) sind demnach thatsachliche Gleichungen der 

ballistischen Kurve (ilugbahnKuive im luftei füllten Riurae) unter deu obigen 

Bedingungen und &ind die aus ihnen gezogenen Folgeiungen auch fui diese 

Kurve giltig; sie setzen abei die Kenntnias dei Abgangsw intelreihe voiaus, 

welche gewöhnlich auf dem Wege direktei Schiessvereuche gewonnen witd 

Den obigen Untet suchungen zufolge witd dabei (II") die gen'iuG Flug 

bahn liefern, (II"') und (II"') eine oberhalb dei nchtigen Flugbahn hegende 

(11*^ hingegen eine solche, welche /um Theile obei /um Theilt untii dei 

richtigen Flugbahn liegen wiid 

Die Formeln {II''') — fll') gestatten hei bekannter Äbgancswinkelieihe so 

viele Punkte einer Bahn unter dem Winkel lyi fe''t zustellen als Winkel tpi<C? 

gegeben sind, für welche man die zugehörigen eiieichteu hoi i70ntalen Scbuss 

weiten kennt; diese geometrischen Formen der Flugbahnglen.huag haben dea 

nicht zu unterschätzenden Vortheil da«s man zoi Kenntnis^ \Mchtjgei geo 

metrischer Verhältnisse der Bahn gelangt ohne dei Kenntn\';<i der Anfang' 

gesch windigkeit und des Luftwiderstands Gesetzes zu bedüifen 

Die Fonneln (n"") und (11^') haben tibei lies<( da« \nt,eiiehme das« zui 

Berechnung der Ordinalen lediglich 1ie Kenntniss di Ele^Ttionswinkel 
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reihe geuügt, wenn die Hypothese Geltung hat, dass der Erhöh ungs-, resp. 
Tibrationswiakel vom Elevationswinkel uiiahhäBgig niicl nur eine Funlition der 
Anfangsgeschwindigkeit ist; dann ist: 

cp =7e + J, 

<f_^ ~ £_,. + J ; 

daher 

7/ = ic . sin (s — 6^0': 
ebenso : 

tj = x ig (e — e^). 

Folgerung aus (K'"). 
Aus der Analyse der Formel: 

2/ = a; [tg qrj — tg y,c] = a! tg qu — a; tg (jp^ 
ergiht sich ein einfacher Zusammenhang zwischen den unter verschiedenen 
Ahgangswinkeln erhaltenen Bahnen. 
Aus Fig. 5 folgt: 

NF =:Xtg if, 

ml' = iE tg <.f:c 

1/ =^ X tg(f> ~ NM ; 
es ist daher 

NM =: X tg rpji = mP,. 

"Um daher den der Abscisse x zugehörigen Punkt der 
Bahnfür denAbgangswinkelyund derDistanzOZzu erhalten, 
trage man vom Schnittspunkte JV" der Ürsprungstangente mit 
der verlängerten, dem x {als erreichte horizontale Schuss- 
weite gedacht) entsprechenden, Endfallhöhe, diese vertikal 
abwärts, welches Verfahren für jedes Paar der Wertho x 
und ^j: zu wiederholen ist. 

Es ist ersichtlich, dass diess ein Surrogat des Satzes der Fallhöhen ist. 

Folgerung aus (11"). 
Ziehen wir in Fig. 5 die Sehne OM, so ist offenbar : 



da aus (11"') 

folgt, so ist auch 

die Gleichung der Bahn. 



tf(9~f.) = ^ 
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25 
Da ferner angesichts der, bezüglicti der Abgangswinkel, gemachten Sup- 
position OM. = OP gesetzt werden kann, so folgern wir, dass wenn das Drei- 
eck OthF sammt der eingeschlossenen Bahn um nach aufwärts gedreht 
wird, bis x nach M trifft, Om in die Richtung ON fallen müsse. 

Nachdem hei dieser Drehungä-Operation das erste Element der Bahn 
fjtx mit dem ersten Elemente der Bahn qi zusammenfällt, so liegt die Ver- 
muthung nahe, dass auch die folgenden Elemente der Bahuen y «nd y^; (nach 
bewirkter Drehung der Bahn if^ um den Winke! n) zusammenfallen werden; 
hierüber kann man sich durch Untersuchung des Krümmungs-Badius Klarheit 



ä) Nachweis, dass für kleine Abgangswinkel die Flugbahn 
ira leeren Räume als Kreis angesehen werden könne. 

Wie in der Ballistik gezeigt wird, ist unabhängig vom Luftwiderstande, 
also auch für gar keinen Luftwiderstand der Ausdruck für cten Krümmungs- 
radius ^ : 

worin 6 der Tangenten winke! ist. 

Da die Bewegung längs der X-Axe eine gleichförmige ist, so muss 
D cos6 = Y CKcp 
bestehen; substituirt man für v seinen Werth in den Ausdruck für ^, so 
resultirt : 

__ Y^ . aoi^fp 
" g . cos^ö ' 

da 6 < IP. daher cose~>cosg), so kaim für kleine Winkel — ^--^1 

cos^ 

gesetzt werden, woraus resultirt: 



*) Die /entiit i„ ilbe rWeun f,ung ist lipka,aiithcli — diese muss nun gleich sein 

der Komponente dei aut da« Gcschoss wirkenden Besehleumgungen auf die Richtung 
des h-iummungs Pidiua && fliese Komi o acuten, wie kickt zu ersehen = ff cos 6 
•^md so i e=teht die Gleicl ung — g los aus \ ekhtr 
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Setzt man ferner cos gn = 1 und cos 6 ^ 1, ho folgt ferner aucJi; 

d. !i, die Parabelbewegung kann für kleine Abgangswinkel 
durch eine gleichförmige Kreisbewegung ersetzt werden. 

Ganz zu demselben geometrisclieii Resultate der Konstanz des Krüm- 
mungsradius gelangen wir durch eine einfache Betrachtung , wenn vorgreifend 
die Annahme gemacht wird, dass die Bahn für kleine Elevati onswinkel über- 
haupt als Kreisbahn angesehen werden kann. 

Sei in Fig. 6 die durch den Abgangswinkel rp ihrer Bichtung nach fixirte 
ürspriingätangente OT gegeben ; sei ferner OZ =: Xg die erreichte horizontale 
Sclmssweite, a ihr Halbirungspunkt, so erhalten wir bekanntlich den Brenn- 
punkt, indem wir in a eine Senkrechte auf die Ahscissenaxe errichten, und 

OF, unter dem Winkel -■- — qt gegen die TJrsprungstangente geneigt, ziehen : 

der Schnittspnnkt beider Graden ist der Brennpunkt J*. Der Mittelpunkt des, 
der Parabel substitaivten Kreises wird dnrch den Schnittspunkt der, durch 
a senkrecht auf die Ahscissenaxe geführten und der in auf der Urspruiigs- 
tangentc senkrecht stehenden Geraden 00 bestimmt. 
Aus der Figur ist leicht zu entnehmen i 



- = 0(1= OF . cos 



i~ — 2^\= OF . sin 291 



1^;= Oa ^ OC . siiKf). 

Nun ist OF =^k; OC =^ (> ; daher : 

Oß ^; A . sin 2 y 
Oa ^^ q . siny, 
woraus durch Division folgt : 

7t sin 2 <p 
~ e " sin^ ■ 
Da wir hei kleinen Winkeln die Bögen ffir die Sinusse setzen können, 
so erhalten wir abermals 

Daher der Satz: Unter kleinen Ab gan gswinkelu kann die 
Flughahn im leeren Räume als ein Kreis angesehen werden, 
dessen Halbmesser der doppelten Geschwindigkeitshöhe 
gleich {also unabhängig vom Abgangswinkel) ist. 

Wir folgern sonach, dass bei der oben deducirten Dre- 
hungsoperation die Bahnen (p und (p^ sich decken. 

Auch der aus analytischen Geometerie bekannte Ausdruck für den KrömmungS' 
Halbmesser führt zu demselben, jedoch näher präzisirten Resultate: 



y Google 



Bekanntlich ist der aliBolute Werth (leb RilimrauiiEsbill mebs is emei ebenen 
Knrve gegeben duich den Auadiuclt 

(1+ r)i 

V 
wotin V den 1 Differeutialtiuozientpn y" den 2 Differential luozienten 1 edeutet 

T m < zu bestimniKii 1 rauchen wir nm y" und y aas der Fhghahngloichung 
7u heatimmen und in die ohige Fornel zu substitiurBn wir müssen im Inteiesse 
dei Einfauhheit des Kalküls die einfachste Form der Flugl dhngleiLlmcg wählen ; 
diese ist jene der fecheitelgleichnng n eiche lekannthch Uutet 

•K' = 4A coS''(/ / 
aus wolcher leicht gefolgert werden ka,nn: 

'■'"' = hik^-^. 
,, _ 1 

^' '^" äTcos"'^.' 

werden diesR Werthe in den Ausdruck für <> Kubstituirt. so erhalten wir : 



^ \ ' h cos' 1(1/ 



Unter Vorauasctzung der bei den Feuerwaffen gobräuchlicheu Geschwindig- 
keiten und bei der Abnahme kleiner Abgangswinkel, welche die Gleichung cos if = 1 

Kuläsaig machen, kann das Vcrhaltniss j gegen die Einheit vernachlässigt werden, 

und wh' erhalten ; 

e) Traiiaformatioii der Flugbahngleichungeii durch Einfüh- 
rung des Positioiiswinkels, 

Eine nächste Form der Flugbahngleichuug ergibt sich durch Einffth- 
rung des Positions Winkels n für die Ordinate y mit Hilfe der Gleichung 

Dividirt man beide Theile der Glcicliutig (11) durch ,r und berücksichtigt 
{p), BO resultirt: 

Dieselbe Operation kann mit den Gleichungen (II')— (11'') bewerkstelligt 
werden, und wollen wir nur noch die Gleichung (II') in dieser Modifikation 
darstellen, sie lautet: 



= tg 



'K'-^)''> w> 



*) Die iunter e) abgeleiteten Formeln haben gemischte Koordinaten: [x, 
resp, {if^, n). 
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f) Konstruktion der erreichten horizontalen Schuss weite, 

wenn der Abgangswinkel f und ein Punkt M gegeben sind. 

Die Gleichung (IIJ) lässt eine einfache geometrische Interpretation zu; 
schreiben wir sie hinzu in der Form: 

xts(p=-x,{tgrp~ tgn). {q) 

Aus Fig. 7 sind folgende Beziehungen au entnehmen: 

es muss der obigen Relation zufolge : 

QE = BZ—QZ= NF 
sein ; aus dieser Beziehung leiten wir zunächst eine Methode ab, in dem 
Falle, als 0, (p und Jf, sonach 3 von einander unabhängige Be- 
dingungen gegeben sind, die erreichte horizontale Schuss- 
weite auf dem Wege der Konstruktion auf der Abscissen- 
axe abzuschneiden; man braucht nur PQ [\ OM zu machen, und den 
Schnittspunkt Q dieser Parallelen (zur Urspiiingstangente) mit OM auf die 
Axe ÖX orthogonal zu projiziren; Z schneidet die Terlangte horizontale 



g) Konstruktion von Parabelpunkten, wenn horizoi 
Schuasweite und Abgangswinkel gegeben sind. 

Um bei bekannter horizontaler Sohussweite x^ und bekanntem . 
Winkel q> den, der Abscisse OP = x entsprechenden, Punkt Jf zu finden, 
ziehe man PQ [| OB, verbinde den Schnittspunkt Q (von PQ mit der Endfalls- 
höhe) mit 0, so gibt der Schnittspnnkt M des Strahles OQ mit der Senk- 
rechten (auf der Äbscissenaxe) PJV den verlangten Schnittspunkt M. 

Auf Grund der aus der Figur ersichtlichen Proportion : 
OP:OZ= RQ : BZ 
leiten wir folgende bekannte Konstruktionsregel von Parabelpunkten ab, wenn 
(nebst 0) der Abgangswinkel und die erreichte horizontale Schussweite ge- 
geben sind: 

Man theile die erreichte horizontale Schussweite OZ 
und die Endfallhöhe BZ in eine gleiche, am besten gerade 
Anzahl gleicher Theile, die auf OX, von gegen 2, auf BZ 
von B gegen Z übereinstimmend beschrieben werden; zieht 
man die Strahlen von za den Theilangspunkten der End- 
fallhöhe und ebenso die Ve t 1 all e n den Theilungspunkten 
von «0, so sind die Schnitttspunkte le z i e geh gen Ceraden Parabel- 
punkte. 

Dass man eine gerade Anzahl The le n mmt ge 1 eil a s dem Grunde 
um den Scheitel S und Miveaupnnkte zu e kalten 
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h) Konstruktion der TJrsprungstangente, wenn 2 Parabel- 
punkte gegeben sind. 

Die Gleichung (g) kann auch noch in folgender Form geschrieben 
werden : 

tg fp — tg w tgjp_ 



Da für ein und dieselbe Bahn — — konstant ist, so folgern wir, dass 

für sämmtliche Bahnpunkte - -^ - ein und denselben Werth hat. Seien 

(«,, x^), {«g, X2), . . . («ra, Xm) die Koordinaten der Punkte ilf^, M^, . . . M^ 
so besteht die Relation : 



Fassen wir 2 beliebige Punkte 1?, und M^ der Parabel ins Auge . 
haben wir für diese folgende Relation; 



■1 _, tgy — ^g»> 



(r) 



welche Gleichung auch wie folgt geschrieben werden kann; 
x^(tg<f — tg«,) = «j (tgy — tg«^). 

Die geometrische Interpretation dieser Gleichung führt zu einer sehr 
einfachen Methode, bei gegebenen zwei Punkten M^ und M^ (mit also 
drei unabhängigen Bedingungen) die Richtung der Ursprung stangente zu fixiren. 

Seien, Fig 8, Jlf, und Mg die beiden Punkte mit den Ordinaten (Xj n^) 
i^i«^), so sind folgende Beziehungen aus der Figur ersichtlich: 
JV^P, = x^ tgip 

i ist sonacli 



A'jPj = ic^ tg (p 



K,R ■ 



- P^l, ^ JV.P 



ab ]| OT. 
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Wir deduziren ans dieser Gleichung folgende einfache Konstruktions- 
regel zur Bestimmung der Richtung der Ursprungstangente, wenn ausser 
noch die beiden willkürlichen, nicht in einer YerticaleD gelegenen 
Punkte JÜ^ und M^ gegehen sind: 

Man ziehe die Strahlen OM, und OM^; die Schnitts- 
punkte jedes dieser, denPunktenJI^iUndJtfg entsprechenden, 
Strahlen, mit der, dem anderen Punkte entsprechenden Ordi- 
nate, sonach «und ö bestimmen die durch sie verbindende 
Gerade ab die Richtung der Ursprungstangente. 

i) Konstruktion Yon Parabelpunkten, wenn der Abgangs- 
ivinkel und ein beliebiger Punkt gegeben sind. 

Zugleich ist hiemit eine Methode gegeben, m dem lalle als 0^ (p^ 
und M^, sonach 6 von em^ndei unabhlngiso Bedingungen gpgeben sind, be 
hebig viele Paiabelpunkte zu bestimmen 

Um beispielsweis unter den vorbenannten Bedingungen den zur Abs 
cisse x^ entsprechenden Paiabelpunkt 31^ iu bestimmen, fuhie man vom 
Schnittapunkte ö des Strahles OM^ mit dei x^ eiitspiechendon Oidiiutr zui 
Ui Sprungstangente eine Parallele «eiche die Oidmite y^ m a sclineidet, 
dei Stiahl Oa bestimmt in seinem bcbnittspunkte 3/ mit dei Ordinate //^ 
den gesuchten Parabelpunkt 

Eb ist bei der Willkui in dei Annihine de^ Punktes M^ ersichtlich, 
dass wir es kiei mit dem ganz allgemeinen Falle zu thun haben, von dem 
der voibrn betrachtete Fall, diss die bonzuntalo Schus^wcite Vo nebst <f 
und gegeben ist, eine Speziahsn un^ ist, denn die Annahme dei eii eichten 
honzontalen Schus<(weite x, entspiicht dt.i Annahme des Punktes J!^ im 
Mundungs Hoiizonte 

Eb ist klai, dass die punktweise Bestimmung dei Parabel in der Aus- 
übung keinesfalls nach dci entwickelten allgemeinen Methode geschehen, 
sondern diss man nach dei oben entwickelten Methode zunächst die erieichte 
hoiizontale Schussweite ermitteln wiid, wonach dann die punktweise Bestimmung 
von Pai abelpunkten nach der fiUhei (untei g)) entwickelten Regel stattzu 
linden hat. 

Wir könnten aus der Gleichung (r), indem wir daraus tg <p explicite 
bestimmen, sofort noch weitere Scblussf olger ungen machen; wir wollen aber 
jetzt noch eine letzte Form der Plugbahngleichung erwähnen, bei deren Ent- 
wicklung wir abermals auf die Gleichung (r) kommen, und die wir dann 
diskutiren werden. 
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Ä) Elimination von Anfangsgeschwindigkeit und Abgangs- 
winliel aus der Flugbaiingleicliung. 

Zu einer letzten Foim der riugtuhngleirhung (\uidpn «ii gelangen 
indem v-ii die beiden Paiamcter Fund (fi lesp x und i^ durcli A^n^lllne 
zweier -von einandei unibhangigei Bedingungen verdungen 

Wir wollen in der Gleiotung (II'| die beiden Parameter Tq und q 
duich die Annahme vprdrangnn daaa die Paiabel duicli die Punkte M^ und 
3fj (welche sollen sie unibhingige BedingungPii darsttllen ■ — nicht m 

einer Yeibkalen hegen dliifen) geht Zui Bc timmurg Mn x und (f h)ben 
wir dann folgende 2 Gleichungen 

tgWi =tg<fil — --^\ 

tg«^ = tg <}> \1 — -^-j . 

Um zunächst x^ zu bestimmen, dividiren wir diese Gleichungen durch 
einander und erhalten: 



____ X^ tg Kj — (Cj tg «, 



Üra tgtp zu ermitteln, multipliziren wir die erste der spezialisirten 
Gleichungen mit x^, die zweite mit x^ und wir erhalten: 

x^ tgMj = iCi.tgfp -1— ^; 

durch Subtraktion resultirt: 
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x^ tgn, - <tg% = (fl^ä — 3^,) tgf;> 
worans 

d. i. dieselbe Gleichung, die aus (r) resultirt. 

Um nun die verlangte Bahngleichung zu erhalten, wären die gefundenen 
Werthe für Xg und tg^j in Gleichung (11') zu snhstituiren, was jedoch unter- 
lassen wird. 

Die Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit wird hei Lösung you Aut- 



/) Direkte Bestimmung der erreichten horizontalen Schnss- 
weite, wenn 2 Punkte gegeben sind. 

Durch geometrische Interpretation von (s) gelangen wir zur Kenntnis 
der direkten Bestimmung der erreichten horiKOntalen Schussweite, ohne vorher 
den Äbgangswinkel (p bestimmen zu müssen, wenn zwei Punkte JH,, M^ der 
Parabel gegeben sind; Mezu schreibe man die Gleichung in der Form: 

"'O (tgM| tg«j) = aij tg% — X, tgMg. 

Aus Fig. 9 folgt: 

F.jh — x^ tg«i 

daher, wenn ac zur Abscissenaxe parallel geführt wird: 

hc :;= Pgö — «P[ ^^ x^ tgn, — a^j tgw^. 
Führen wir cQ parallel zum Strahle OM^, so ist 
qB = OZ{tgn^ ~ tgw,); 
mitbin 

OZ =2 x„. 

ni) Bestimmung des einer angenommenen Abscisse ent- 
sprechenden Parabelpunktes, wenn ein Punkt und die er- 
reichte horizontale Schussweite gegeben sind. 

Sind die 3 Bedingungen 0, M^, 5(3!^) gegeben, so gibt die vorgeführte 
Konstruktion ein Mittel an die Hand, direkte den einem Abscisse nwerthe, 
z. B. 0P„ entsprechenden Parahelpunkt M^ zu finden. 

Man führe durch den bekannten Schnittspunkt a zur Abscissenaxe eine 
Parallele ac; die Richtung cQ gibt die Richtung des durch den Punkt 
gezogenen Strahles des gesuchten Punktes M^ ; führt man durch zu cQ 
eine Parallele OM, so ist der Schnittspunkt M^ der gesuchte Punkt. 
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n) Ermittlung des in einer — durch einen gegebenen Punkt 
gehenden — Sehne Hegenden Parabelpunktes, wenn ausser 
diesem Punkte noch der Abgangswinkel gegeben ist. Be- 
stimmung der horizontalen Schassweite. 

Wir übergehen zur Untersuchung der Formel ((). Indem wir die DItI- 
aion durch (iCg — x^) ausführen, erhalten wir die einfache Beziehung: 

tg(; = tgKi + tgKa +|l^|?-.*) 

Diese Forme! dient /ui analytisclien Berechnung des Abgangs winkeis gn, 
wenn nebst 0, noch die Punkte M^ und M.^ gegeben sind. 
Ana Fig. 10 ist ersichtlich, dass: 

M^o = y^ — y^ 
P^P^ =^x.^ —x^. 
Bezeichnet man den "Winkel M^M,^c mit a, so ist offenbar: 

und obige Forme! übergeht in ; 

tgg) = tg«, -|- tgtf^ + tga. 

Anmerkung. Um Fehler in den Zeichen zw vermeiden, bemerlien wir 
Mer gleich, dasa Winkel a in entgegengesetzter Eichtung gewählt 
wird, als die Winkel »„ n„ 8. Wenn dies stets festgehalten wird, hat 
die nun erhaltene Formel 

tgip = tgm, + tgMj-l- tgü 
einen ganz allgemeinen Werth. 

Bei der praktischen Verwerthung dieser Formel kommt A-\ ?umeiit 
nur der absteigende Ast der ballistischen Kurve in Frage kommt gewöhnlich 
der Fall: j/, >• y^ in Betracht; es ist demnach tga gewöhnlich positn 

Die geometrische Interpretation der letut erhaltenen Gluclmng führt zu 
einfachen und eleganten Konstraktionen: 

Multiplizirt man beide Theile der Gleichung, z, ß. mit^r^, so erhält man: 
x^ ig(f =--- X, tg«i 4- Xj tg«^ 4- X, tg«. 



*) In dieser Form wurde tg<p unseres Wissens auorst von Ignaz Lindner, 
k. k. Hauptmann und Professor der Mathematik im k. k. Bombardierkorps, in seinem 
Werkchen: „Die paraboiische Theorie der schief geworfenen schweren 
Körper etc, Wien 1817." dargestellt; auch hat Lindner zuerst die Gleichung 

der Parabel y=^a!tg!f (l -'-1 und die analoge für den Tangentenwinkel auf- 
gestellt. 
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Blickt man in 


Fig. 10, so sind folgende Beziehungen ersictllicli 




Kj tg gi = ftP^ = pO 




x^ign,=y^ =M^P^ =m,0 




^1 ^n^ =«^1 = 'hO 




X^ tg« = »)jSj. 


Es ist daher 






j)0-^m,0 -j' aJJ -j~ m^s^; 


ist auct: 






pO-^m^O -\- w,,v, -\-ps,. 


US folgt: 





0^0 -^z 'ps^. 

Vermöge dieser Relation sind wir im Stande, die Aufgabe zu lösen, 
den in einer beliebigen durch Jlfj gebenden Sehne s^Jf, ge- 
legenes Parabelpunkt zu finden, wenn die drei von einander 
unabhängigen Bedingungen 0. <f, M^ gegeben sind: 

Man trage das bekannte Stück s^p von P^ aufwärts, so dass 



SjJJ : 



: aP, 



ist; der Sehnittspunkt M^ des Sti'ahles Oa mit der Sehne s^ili^ ist der ver- 
langte in der Sehne SjJMj gelegene Punkt, 

Für die oben angegebenen Bedingungen 0, cp, M^ ist der Punkt p 
ein fixer ein ausgezeichneter Punkt von dem, als Ursprung, die 
Stf 1 i g n n w d n 

D d Stu ke alle n n g 1 L (0 "dinatenaxe) gemessen 

1 glthnjeZhnC tz In, dass wenn mv ps^ 

n p na h abw t n a n P na ! antwä ts tragen mussten ; wir 

mö en d m 1 1 g 1 w t Ige n 1 ' ober p liegt, wir j>s<^' 

P h b t t g b t t ir eleu Punkt M.^ der 

P b 1 d 



P.a 



machten. 

Sehnen a' 
unt< 
übe 



durcli Jf, gehen und die Ordinate uaxc 

dem ausgezeichneten Punkte p schneiden, enthalten 

über 



Parabelpuukto, die 



' Abscissenaxe lii 



Demnach muss die durch den Punkt p gehende Sehne den in der 
Abscissenaxe liegenden Punkt Z bestimmen, d, b. die erreichte horizontale 
Scbuasweite abschneiden und wir finden wieder eine Methode, wenn die 
3 Bedingungen 0, g>, M^ gegeben sind, die erreichte horizontale Schussweite 
zu bestimmen. 
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(j R du! tu '.p 1 
Denken wii uns mehieie \on lus^pliende Flngbahnparabela, 
dei Äbgangswinlcel 9 ils gemeiDaames Meikinal zukommt die also mit ver- 
ei.hiedenen Anfangsgeschwiniligkeiten eiliilten werden £.0 bleibt fui den 
Abscissenwerth OP,^ dei Punkt p deiselbe 

Daraus folgern ivu da&s die "\ eibindungslinien det in JP^ liegen kn 
Paiabelpunkte mit den le'sp Abgienzungipunkten Z dti eiieiLliten 1 otizontalen 
hcbus^weiteii =iimmtlRh duich ji gehen Tedem Abscissenweitlie enfspnt,!it ein 
eigener ausgezeiclmetei Punkt j, den wu aus Gründen die =päter erst klar 
werden sollen den Redaktiouspol beiaseii 

Dies kann aurb analytisch begiündet werden, indem man zeigt, dass 
die Ordinate des, Srhiiittspunktea p der Sehne JfjZ mit der Ürdinatenaxe 
von der Anfingsgeschwindigkeit unabhängig ist; diese Ordinate ist 

Oj) = T^ . tg g) ; 
IT, ist ein Tiillkurheh angenommeaei Werth, ebenso (p als gemeinsames Merkmal 
sämmthchei riugbabnpaiabeln, in Op kommt "F„ nicht vor, demnach ist Op 
für jedes beliebige Y^ dasselbe 

Aameikung Die Gleichung dPi Geradon M,Z ist im Allgemeinen; 

wenn a', y', x", y" die Ordinaten der Punkte Jff, and Z sind. 
Bringt man diese Gleichung auf die Form 
^ = «,T + fc, 
flo findet man fflr die Ordinate im Ursprünge h den Werth 

y" — y' 



h =■- y' - 



Nun iet: 



^Zl'.-. 



'^y, ~ Xi . 
oder 

und endlich 

6=-a;i .tgi(> 
ein von der Anfangsgeschwindigkeit F« unalthängiger Ausdruck. 

p) Konstruktion der Tangente (Ermittlung des 
Tangentenwinkeis). 
Eine besondere Lage der durch M^ gehenden Sehnen ergibt sich, wenn 
der Abstand des Schnittspuaktes t^ von p der Ordinate «/i gleich ist. 
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Geht man zur Bestimmung des in dieser Sehne gelegenen Parabel- 
punktes nach dei oben aufgestellten Kegel vor, so kömmt man wieder auf il/^, 
beziehungsweise auf einen dem Punkte itf, unendlich nahen Punkt, woraus 
wii folgern, daSu M^t^ die Tangente jn dem Punkte .M, ist. 

Will man daher bei den gegebenen Bedingungen 0, fp, M^ 

in Jf^ eine Tangente an die Paiabel ziehen, so bestimme 

man zunächst den ausgezeichneten Punkt p und trage t/^ von 

.abwärts „.--.obor, ,, . , 

» nach „ ,wennJf, sich der Abscissenaxe be- 

aufwarts '■ unter 

findet; die Linie Mj-, ist die verlangte lingente. 

Um bei den diei gegebenen Bedingungen 1/, und 9 , resp. Tan- 
gente M^t^ im Punkte JHj die Uispiun^btangente Ok zu finden, mache 
man t^^p = M^P^=^i/^ und bestimme / indem p7 parallel zur Abscissenaxe 
geführt wird: Ok ist die Ursprungstangente 

Anmerkung: Ainljtiach lasst sick dies folgen lermassen beweisen: 

Die Gleichung dei Tangente an eiaoffi Punkt (a;, ^i) der Kurve t/ = f{x) ist 

). 



bekan 


Qtlich: 


2/- 


-y, = 


II ]<«-.. 




Bringt I 


nan sie auf die 


Form 


■=«i_ 


so findet man 


leicht für die 


,j =.-_ 
i'dinate Ö 


ax + 6, 

im Ursprünge: 








ö=?/.- 


4 S T 




Aus der 


Gleichung der 


Parabel : 


h-',. 


findet 


,™„ 




■;/^3:tg.f[l-. ^] 


Oder 




£=•"[> 










"LH 



= 2.,,-.^, tgq;; 



worin die oben aufgestellte Regel analj tisch ausgediUckt \ 



Bekanntlai-li ist ^^ d e tugonometiische Tangente ; s lau^Pi tei v, il 1 len 
1 mit 6 bezeichupten die Clei I un^jOn ) in i ) k nnen lihei lui'h ge lIuipI en 
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= tgfl=tg,f(l-^) 








^tgS 


_ 2|-tgyi = atgK- 


-tg9. 


Bild 


et mm «as Jei 


■ FlugbuliiiBleieliune (!) -4, so 


resQltirt 








■ff-1 tl-EC "* 






-igo xg^ V^cosV' 


Die 


Gleichung : 









tg,;p — tgwl + tg«. + tg« 

können wir für den Fall, als die Punkte M^ und M^ unendlich nahe au ein- 
ander liegen spezialisiron , in diesem Falle übergeht offenbar 

ß in 2 w — 6, resp. — fl ; 
ferner ist 

Mild wir erhalten eine für alle Punkte der Tarabo! gütige Beziehung zwistsheu 
den Winkeln 6, <p und n : 

2 tgre=:tgff + tgO. (6) 

Für den Fall, als die Punltte M^ und Kg in einem Niveau, d. b. 
gleich bocb liegen, ist a =. o und 

te(jp = tgmi +tg«,. (c) 

Aus dieser Gleichung können wieder Konstruktionen gefolgert werden, 

a) Bestimmung von (p, wenn und die Nivcaupunkto üf, und 21f» 

gegeben sind; 

h) Beetimmnng des Niveaupunktes Jf^, wenn 0, (f und JWj gegeben sind. 
Diese Konstruktionen sind von minderer Wichtigkeit und verweisen wir 

auf unseren Aufsatz im 3. Hefte 1874 der MiUheilnngcn über Gegenstände 

des Artillerie- und Geniewesens. 

ä) Bestimmung der, durch einen gegebenen Punkt gehenden 
Scheitelsehne und des Scheitels, wenn ausser diesem Punkte 

der Ursprung und der Abgangswinkel gegeben sind. 
Scheitelpol. 

Fallen die beiden Niveaupunkte M^ und M^ ia einen zusammen, 
so wird: 

und 

tg(p = 2 tg«, 
eine den Scheitel S charaktcrisirende Gleichung. 
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Multiplkiren wir beide Theile der Gleichung mit x^, so folgt 

X, tgrp = 2 oij tg«, , 

d. h. halbiveii wir die Sehne I\^, so mnss im Stratlc Oh der Scheitel S 
liegen. 

Uli nun iie hi^e dei dm et Jfj gehenden Sehne zu hnden, in welcher 
der Scheitel S lieeen müsse gehen wn luf die allgemeine Konstvuktions- 
methode zutöch nidi wekhei Parabelpunl te gefunden wuiden, die in be- 
stimmten Sehnen liegen 

V¥ii mnisten um z ß M^ zn bestimmen (P^ = i'i von P^ nach 
anfwäits tragen wir trugen m voiliegenden Falle P Ä =^ ^ P^ä; nach auf- 
wärts will dieses Mass ton p nach nbwärts getii&ei bis a so bestimmt o 
offenbar die Sehne Jlf|(?^, ia welcher der Scheitel liegen müsse. 

Die durch M^ geführte Scheitelsehne halhirt sonaehOft; 
der Schnittapuukt S der beiden Gerade Mr i 07 ' i io 
gesuchte Scheitelpunkt. 

Der Punkt a ist auch ein ausgezeichnete! Punkt l h t le n Pu 1 te p 
analoge Eigenschaften: Lassen ^vir die Bedingungen (p uaf^eajiAe t und 
nehmen in der Geraden kP^ einen Punkt JY^ a de Is Ir tte Bed g ng 
zur Fixirung einer zweiten Parabel dient, so mu s ma de 8 he tel de 

Parabel zu finden, die den Bedingungen 0, (p N ent pr ht dem f he 
Bewiesenen zufolge JVjff und 7*0 ziehen; der Sei n tt i unkt ? t der ve langte 
Scheitel. 

Ans dieser Konstruktion folgern wir zwei Sätze: 

1) In einer Parabelgrnppe, welcher der konstante Abgangs- 
winkel qo als gemeinschaftliches Merkmal zukommt, liegen 
säramtliche Scheitel in der Geraden Oft, deren Gleichung 
(wie nocli später bewiesen wird): 



2) Zieht man — eine in Punkt! char akter isir teParabel- 
gruppe vorausgesetzt — im boliebigen Abstände x^ zur 
Ordinatenaxe eine Parallele, und verbindet die in dieser 
liegenden Parabelpnnkte {Mj^, W^, . . .) mit den resp. Scheitel- 
punkten (S, S^, ...), so schneiden diese Sehnen die Ordinaten- 
axe Bämmtlich im Punkte ö, dessen Abstand vom Ursprünge 
:^.A_^T^ jgj. biegen ausgezeichneten Punkt a, nennen wir 
den Scheitelpol. 
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/) Syraetrie der Flugtiahn. 
Aus der erwiesenen Thatsache, dass die Flugbahn im leeren Eaarae 
eine Parabel mit aufrechtstehender Axe ist, in Bezug auf welche die Parabel 
bekanntlich symetriseli ist, folgt (wenn wir die Tangentenwinkel im ab- 
steigenden Aste entgegengesetzt, wie im aufsteigenden zählen), dass 

1) die Tangenten Wickel zweier Niveaupunkte einander gleich sind, 
mithin 

2) der Abgangswinkel tf gleich dem Einfallswinkel ist. 
Dies lässt sich aucb mittelst der Gleichungen : 

tg^ = 2tgw — tgö (ö) 

tgg) = tg«j -\- tgn.j (für "Niveaupunkte) (c) 

auch analytisch zeigen. 

Wenn wir (b) für die Niveanpiinkte M^ und M^ speaialisiren und 
successive mit (c) verbinden, so resultirt: 

2 tg«, — tgSi =tgw, +t.gm, 
2tg«2 — tgS, =.tg«., +tg»j^. 



woraus folgt i 

oder 
dies gibt : 



tg9, =tgmj — tgM, 
tgO, =tg«,, -tg», 



e, = - tge,; 



63 — 360 — e, (:^ — 6j). 
Für die Punkte und Z folgt, wegen w = aus (h) : 
tgy = — tg© 
oder 

^ = 360 —0(= — 0) 
d, h, der Abgangswinkel ist gleich dem Einfallswinkel. 



8) &lei«huiigen für den Taiii^entcmvinkcl. 

Aus [b) folgt für den Tangentenwinkel ü der Ausdruck: 
tg9 =2 tgJJ— tgcp; 
setzt man in diese Gleichung die Werthe von tg n aus den Flugbahngleichungen, 
nämlich -. 



' = '«'i'-2F5Tc7s> 
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• = '"[i-i]- 



so erhalten wir : 

tg6-=tgy — — ^-%— 
und 



tge^tg9)(l --■^")> 



welch' beide Gleichungen die Abhängigkeit des Winkels 8 von der Ahscisse x 
darlegen. 

Bringt man die zweite Gleiclmng für tg 6 auf die Form ; 

tgO= — -^-^^-^a; + tgff, 

so folgt, dass tgO dem Gesetze der geraden Linie folgt. 



9) Ableitung der Formeln für die Tangenten- und Einfalls- 
winkeln an zwei bestimmten Itahnpuuktcn. 

7ur Ableitung diesei , fm die Pia\is des Schlesiens wiehtiKen 
Glcithnngen machpn imi ilie in dei Ausübung zumeist zutieffende innihme, 
da^i die hetiachteten Punkte M^ und 31^ ira absteigenden Astt. dei Batn 
hegen , die zu entwickplnden Formeln werden gewöhnlich gebriunht um geo 
metrieche Yeihaltm'sse des absteigenden Astes der balhstischen Kurie zu fanden 
legt man, Fig. 11, durch 0, M^, M^ eine Parabel, so wird sie den zunächst If, 
und JUj liegenden Theil der ballistischen Kurve mehr oder minder decken und 
haben die aus der parabolischen Theorie hergeleiteten geometrischen Be- 
ziehungen für den durch die Parabel gedeckten Theil der ballistischen Kurve 
Geltung. 

Wie schon einmal erwähnt, zählen wir, falls der absteigende Ast 
der Bahn allein in Betracht kömrat, die Tauge ntenw in kel 
engegengesctzt, so dass wir es nur mit spitzen Winkeln allein zu thun haben. 
Für diesen Fall müssen wir in der allgemeinen Formel: 

tg<p = 2 tgM ~ tgÖ für tgö (-- tgö) 
setzen, und erhalten die, für jeden Punkt des absteigenden Astes 
geltende, Beziehung: 

tg^ = 2tg« + tgö. 
Spezialisiren wir diese Gleichung für die beiden Pnnkte M, und M^ und 
verbinden diese spezialisirten Gleichungen successive mit 

tgfp =: tg«j -\- tgMg -f tgK, 
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so erhalten wir: 

tg«, + tg% + tga =^ 2 tgjji + tg6, 

tgw, + tg«a 4- tg« = 2 tgm, + tg9„ 
aus welchen Gleichungen folgt: 

tg 0, = ~ tg», + IB«, + tg o = - |l + ?5 + |L=^ (1) 

tgti,= tg«.~-tg»,+ tg»= £i-|l + ?i-2^|a. (2) 

(Siehe Handbuch für die k, k. Artillerie, T. Theil, 4, Ahschnitt etc. 
pag. 23.) 

Diese Formeln dienen zur Berechnung der Tangenten wink ein 6, und 6^ 
aus den bekannten Ordinalen der Punkte M^ nnd M^. 

Für den Fall, als ein Punkt (M^) im Horizonte liegt, wird n^ = o, 
j/g =0, x^ t= x^, 6g ^= 0; aus (l) und (2) resultirt in diesem speziellen 
Falle : 

igo. =-fL +--!■— 

welch' letztere Formel, wie man sich leicht überzeugt, mit 

!,,_.,ti,e(i-i) 

identisch ist, wie dies nicht anders sein kann. 

Schreiben wir die Gleiclmiigen (1) und (2) in folgender Form; 
tg6, -\-tgn^ = tgn^ + tga 
tgÖg -f tg% =^i'i^i + tgo 
und berücJisichtigen wir die aus der Trigonometrie bekannte Beziehung: 

tgö + tg« = tg(9 + n) (i ~ tg6 . ig«), 
so können wir unter Annahme kleiner Winkel 6 und n das Produkt tg 9 . lg« 
gegen die Einheit Temachläsaigen und 

tgO + tgK^tg(e + n) ('«) 

setzen. 

So klein aber auch 6 und ii sein mögen , so ist die genaue Beziehung 
dieser Grössen : 

(tgÖ + tt;«)<tg(e +n). {») 

In Folge der Gleichung (m) gehen obige Beziehungen über in: 

tg(6, + «,) = Igy, = tg«, + tg « = |- + |L=;|^ 
Ig (8. + >V = tg ;., = tg „,+„„ = i + ?! =-"1 ; 
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y, und' Y^ werden bekanntlicli Einfallswinkel, bezogen auf 
die Sehne OJIfj und OM^, beziehungsweise relative Einfalls- 
winkel genannt. 

Bringt man die zweiten Theiie in den erhaltenen Gleichungen auf 
gemeinschaftlichen Nenner, so erhalten wir: 



tgy, = 



, ^2p, - P^^ l 
■ x^ {x^ — x^) 
^ fl ^1 — - ^3 ^t 



woraus folgt: 
oder ganz allgemei 






konstant. 



Die TJngleichiing (») lässt Bchliessen, dass die aus den letzt' entwickelten 
Formeln bestimmten Werthe von j/j und y^ zu klein sind. 

Ist ^2 = "t "a =^ 0, x.^ :^ Xo, so wird y^ ^ Q iiud wir erhalten in 
diesem speziellen Falle i 

hieraus : 

tgy^ : tg© = x^ : Xg. 
Der Gleichung (ö) können wir unter Berückaichtigung der verschiedenen 
Formen der Flugbahnglcicknng mehrere für die Praxis brauchbare Gestalten 
gehen; berücksichtigen wir: 

i = ,i„(., -.,,); a = tg(..-^.,.,); I 

y^ sin 2 9) — sin 2 ip.rj ___ sin {<f> — ( px.) cos {f + y.ni) I 

a^j 2 cos^ (jT) cos^ (f> ] 

so erhalten wir als Formeln zur Bestimmung des Einfallswinkels ö : 

lg9 = ^— .>m(. -.,) I 

tgS = ~^--.tg(8 -«J ^ (9) 

«. - n, 

t Q_^ ^° sin(y — y^,) ■ cos(y + cp^.) i 
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Die Formeln (p) sind, me schon Mifier nach gewiesen , Formeln, die 
audi der ballistischen Kurve angehören , u, 2. nur für den Fall kleiner 
Ahgangswinkel, resp. Elevationswinkel. 

Die Forraelü (9) sind für den Fall des luftleeren Raumes zweifelsohne 
richtig; lassen wir aher (p) hallistische Formeln sein, so ist zu bedenken, 
dass wir Formeln der ballistischen und parabolischen Theorie mit 
einander in Verbindung brachten, dass daher die Formeln (g) 
für die äussere Ballistik nur eine bedingte Geltung haben, 
nämlich nur dann, wenn die gelegte Parabel an den betrach- 
teten Theil der ballistischen Kurve möglichst anschliesst. 



10) VeTeinfaelumg der Foi-mcln für den Tangenten- und Ein- 
fallwinkel unter der Voraussetzung, dass diese Winkel sehr 
klein sind. 



Sind die AVinkol 9 , 6 , , y sehr klein , so kann statt der Tangente 
resp. des Sinusses der Bogen gesetzt werden ; es gilt nämlich die Beziehung ; 

sinm ^ arcMi = tgm. 
Sind auf beiden Seiten der Gleichung nur Bögen, z. B. ; 

arcm = arc« -\- anp, 
so kann das Symbol avc ausgelassen and nur geschrieben werden: 

Berücksichtigen wir diese Bemerkung, so öbergehcn die Formeln des 
vorigen Paragraphes in folgende : 

6^ = — Wj + «j + « 

6^ ~ Mj — »g 4. ß 

5/^ = 6^+ n^ =»3 -|- R 

y„ = 6^ -^ Wg = Wj -\- a; für Kj =^ ist 

öj = — «j + a 

Aus den Formeln (q) resultirt : 
= 



-.(.„ 



^.v> 



(«) 



Ä„— 3!, 

Die Formeln (/) sagen, gestützt auf die Eigenschaft des Kreises, dass 
Pheripherle Winkel auf gleichen Bögen ruhend, einander gleich sind, da^ so- 
bald die Gleichung : 

arcHt = ism 
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zulässig ist die Flugbahn im luftleeren Räume ah Kreis angesehen weidec 
könne u z \Me schon nachwiesen mit dem Rtdius ^ = 2h 

Sei m Fig 11 die Bahn OSM^M eine Kreisbahn 10 1 önnen wii ille 
Beziehungei \i) diiekte heileiten tmi t^oII n n um ein Bei'iiul anzu 
fuhien 



j, liegt auf dem Bogen OSM^ auf dein Bogen Om liGat «^ auf 
n SM^ luht a es ist abei aicOSJ/j =^aicOm + iicmSITi dahei 
-}, ^ 11 + " 

Bezü li h dei Fuirael (a) wiic folgenies zu henieiken 

In der ballist isuhen Thcoiie wiid auch iiich gewiesen da % inneihalb 
gewisse! Gienzen dei Abgangs^Mnkel m dei Bihn tui einen giosseien Ab 
gong 's Winkel , die Bahnen füi kleinere Abganc,swinkel enthalten sind so dass 
z B das Bahnstuck OM^ die Bahn füt die honzontale Di'^tanz ÖPj repr'isentiit 
es ist dann ;^ dei Einfallswinkel fui die Bahn OP dasselbe ^ilt auch füi 
die Piiabel fui die ahei j^ auch dct Abgangswmkel ist 

Da Foimel (sj füi die paiaboliacUe Kurve (jeltuug hat 10 kjnnen ^\ii 
für die Abgangs le p Mevatiuiiswinliel die EmtallBWinkel 6 und jj setzen 
woiaus lesnltut 

© und /j sind aber auch die Einfallswinkel der ballististilien Kurven für die 
Distanzen OZ und OP^^. 

Soll also (s) zulässig sein, so muss bestehen; 

@ — y, = £(, — E,,., 
oder 

Ö - *» =- /i - *.^, 
d. h, in Worten: soll die Formel (s) zulässig sein, so muss M^ 
so liegen, dass dieDifferenzen zwischen Einfallswinkel und 
Elevationswinkol für die Di^tan^en OP^ und OZ nahe ein- 
ander gleich sind 

Ist diese Bedingunjä eifullt, so hat mm in (s) emo sehi biauchbaie 
Foimel gewonnen die in Woiten gbfaist, folgeiidei mausen lautet 

„Wenn man bei flai,heu Bahnen den Untei-idiied dei Elevabonswmkel 
zweiei \senig veischiedLnei Entfernungen mit dei giösseien Entfeinung 
multipbziit und duich den Unterschied beidei Entfernungen di\idiit so erhält 
man den EinfallsiMnkcl dei giösseien Entfernung Sind m den &i hiesstafeln 
dieWerthe der Elemente beispielsweise filr \un 100 zu 100 Schutt nauhsende 

Distanzen angegelen, so ist t: , =: li n mil ^ =t m die Oid- 
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45 
nungszahl der Hunderte von Schritt für die betreffende Distanz; daher 
die Begel : Man mnltiplizire, um don Einfallswinkei zu er- 
halten, die Differenz des Ele vations winltels der Distanz, von 
welcher man den Einfallswinkel haben will, und der 
nächst kleineren in der Scliiesstafel eingetragenen mit der 
Ordnungs^alil der ersteven Distanz. 



11) Konstruktion der Parabel. 

Um die Konstrulttion der Parahel durciiföhren zu können, müssen stets 
drei von einander anabhängige Bedingungen gegeben sein ; die vorkommenden 
Fälle wollen wir in diesem Paragraphe zusammenfasaen. 

Gegeben können sein; 

1) Ursprung 0, Ahgangswinkel cp, Schussweite x,,. 

3) 0, (f, ein Punkt ilf, (k^, «/J. 

3) 31 M resi M 

i) "¥ u 1 der Ta ^e tenviilel J 

Da he e t i Methode zur i u 1 1 eisen Bestimmung der Bahn in 
de f uhere P ragiajhei eill tert wu den , vfoUen wir uns hier darauf 
besch a I e auf C i l der in 1 Pu 1 te 1), 2), 3), 4) griippirten Be- 
d n^ t;e die Leitlinie, den Bieimpiinkt nnd Scheitel der Flug- 
iah j a ab 1 zu fisii'on. 

il 1) Man erhält den Brennpunkt, indem (^Fig. 12„) in dem Halbirungs- 
pu kt a von Xo = OZ auf OK eine Senkrechte errichtet, ferner OF unter 
90 — (p an OT gezogen wird; der Schnittspunkt F ist der Brenn- 
p kt, OF die Geachwindigkeitshöhe h\ führt man im Abstände h 
zur Abscissenaxe eine X'araJlele LL, so ist dies die Leitlinie: der 
Halbirangspunkt S der Linie Jia der ScheiteL 

Aumerkuug. Nach öer bereits früher aufgos teilt kai PruporLiuii: 

iiit man im Stande, für jede Abscisse die zugehörige Piülkülie v.n leoiiaeu; denn 
für Xu ist die Fallliöke f bekannt; es ist 

/■=-a^otg<f; 
wollen wir für den baliebigen Absei es euwerth a;, =■• 0}\ die l'allhölie /", haben, ao 
gibt sie die Proportion: 



trägt man das errechnete Mass /", von «, nach abwärts bis M,, i 
auclite Parabelpuukt. 
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ad 2) Man bestimme ffir M^ den Rednktionspol ^j ; die Gerade 
jPjüfj schneidet bekanntlich auf der Abscissenaxe die horizontale Schnssweite Xo 
ab; hieduvch ist Punkt 2) auf Paukt 1) reduzirt. 

Anmerkung. Die punktweise Bestimmung kann aucli nacJi dem Satze der 
Fallhöhen vorgenommen werden. 

ad 3) Sind M^ und ÜJ^ gegeben, so ziehe man zn cä durch eine 
Parallele OT; OT ist die Ursprun gs taugen te ; hiedarch ist diese Aufgabe 
auf Pankt 2) zurückgeführt. 

Sind JTi nud Z gegeben, so ziehe man zu P^§, dnrch eine Parallele 
OT; OT ist die Ursprungstangente nnd dieser Fall ist auf jenen in Punkt 1) 
reiluzirt. 

ad 4) Hier sind gegeben 0, M^ und die Tangente M^t^\ man be- 
stimme sich für M^ den Reduktionspol, indem tj^p^ --= M^P^^ ^^ y^ 
gemacht wird ; führe p^n, parallel zur Abscissenaxe bis zum Schnitte Wj mit 
der verlängerten Ordinate j/j so ist On, die Ui Sprungstangente und die 
Aufgabe auf jene Punkt 2") zuiückgefuhit 

Ans den in den vorigen Pai%gi\ihen entwickelten Kon^itiuktionen folgt, 
dass man nicht gerade die hiei ingegebonen Wege gehen mw-se man gelangt 
auf anderen "Wegen ebenso leicht znm Ziele 



B) Dynamische Verhältnisse der parabolisclten Flugbahn. 



13. riitersueliungeii beziiglicii dci- Äbliiüigigltcit *Uv erreichten 
liorizontalen Seliiisswclte. 

Aus der Formel für die erreichte horizontale Schussweite 

Xo = — . Sin 2 m 
ff ' 

folgt, wenn wir unter x',, VI und cp' eine zweite Gruppe zu saramen gehöriger 
Werthe verstehen : 

Xg : ^0 = yfi ■ sin 2 tp : Vf, . sin 2 cp' 

oder in Worten: es verhalten sich die erreichten hori:^ontalen 

Schuss weiten wie die Produkte aus den Quadraten der 

■ Anfangsgeschwindigkeit und den Sinussen der doppelten 

Abgangswinkel. 
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Werden die Äbgangswinliel gleich vorausgesetzt, und bedeutet k eine 

konstante Grrösse, so erhält man die Beziehung: 

VI 

■ — :=: Ä oder VI ^= Icxg, 

3>„ , 

welche be='agt diss. das VeiLaltniss aus dem Quadiate dei Anfuigsgeschwin 

diglteit und lei erie chten hoiizontalen Schttss«eite untei dei \ raassetaung 

eines glen-h bleiben !en Äbgan ^Winkels ein kon'^taiites ist oder analytisch 

gedeutet dass der geomefiisthe Zusammenhing zwisrheii diesen beiieii Glossen 

iuich eme Paiabe! Iii^elegt ist 

Wild ein be&tinntes Geschoss den Uiiteisnehungen zu Grand? gelebt 

so besteht — den Lehien der inneren Btllistilt zu Folge — zwischen An 

fangi^gt i.hwiihß! Pit unl Pnlverh iu ig j thc retii h folaeile eil facl e ic 

Ziehung 

T =» !•) 

HOim i eine Konstant be leutel \ ii 1 1 1 ol " n diu 1 c, 1 l t \\ l th 

von y engesetzt so lesultirt 



d h e veiinlten s \\ dis im leeren Baume eiieichten 1 ii7onti,leu Scbu s 
weiten \\ie die LiJuHoen analytisch ist diesei Ziisamn unhang duich eine 
den Uisprang pissiienle bende daigestellt *^J 

^lU man sich von dei Annahme emes bestimmten Geschosses emiici 
piren so wollen ^\ir bemerken dass die Qua liate de AifantiSgeschwinligkLit n 
den LadungsctQotienten ?; pioportion'ii sind ^\as duich he ßeziehuna 

F- = « , 
worin « eine Konstante bedeutet, ausgedrüclit wird. 
Unter Berücksichtigung dieser Gleichung folgt: 

-'- = \ , 

wo \ eine konstante Grösse bedeutet. 

Unter Voraussetzung gleicher Geschwindigkeit erhalten wir; 
Ko : x\ = sin 2 qi : sin 2 tp', 
dl hl ■ 1 — b ■ gl " h A f 1 ■ r 1 't 



a b 
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— die erreichten horizontalen Schussweiten wie dieSinusse 

der doppelten Abgangswinkel. 

Sollen unter obiger Voraussetzung auch die erreichten horizontalen 
Schussweiten einander gleich sein, so muss die Beziehung: 

sin2g> = sin 2 qi' 
bestehen, welche erfüllt wird, wenn 

2(p + -2 ip' = 7V 
oder 

'"/' + '?'= Y 
Da diese Gleichung mit jener: 

/- l^i- f 

identisch ist so folgern wii dis« untei Ah gangs winkeln , deren Richtnngs- 
hnien von jener des Winkels ^on 45' um dis gleiche Winkelmiss abstehen 
gleiche honzontale Schuss« eiten erzielt weiden 

Eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit voi ins gesetzt \Hid ofttntai Vo 

dann seinen giö^sten Weitli eihaltPn wenn smiiy^^:! odei y = — ist 
Der Winkel dei grossten boiizontilen Sihussweite (a )„ ^ iit 45" 

Dil grus=;te hnuontate Schusswcite lat gegeben dnrcli die Fo(mt,l 

^' 
(a!„)™„,.— ■— = '^h. 
9 

Auraeilsuüa Diss es zwei "Wmkel geben müsse mit i «cl hm Lint und 
dieselbe Distanz eiiei:,ht wud zeigt schon eine emiache Beti iclituug 

Es ist klai dass man unter den AbgangR wink ein und "^lO" ein und dieselbe 
Distanz, nämlich Null eneicht weicten die Urspiucgstangenton olei Richtlinien 
der Abgangs Winkel von diesen beiku ftienzlagen ab, bo muss ein 1 ontinunhches 
Wachsen dei Distanz emtieleu 

Dicken wn diese Eiclitlimcn gleichförmig, u. z, jene von U0° gegen 0, 
und jene von gegen 90" so cigeben diese in jeder Lage Paare von Richt- 
linien, tbe ein unl derselben Distanz r^ entiprechcn. 

Lin WacksLU det Distanzen kann logischerwcise nur so lange stattfinden, hm 
sich diese in ^leichfoimiger Drekung gedachten Richtlinien treffen; dies geschiekt 
unter dem Winkel von 45" woraus wn sekou schliessen müssen, dass der Winkel 
von iö" der 'Kinkel dei giossten horizontalen Öckuss- oder Wurfweite ist. 



Durch Substitution dieses '\^eltbes eilialt der Ausdruck für die erreichte 
horizontale bckussweite he Foiin 

j =(j,V,^.sina^ 



örw = ""^^- 
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Es gibt sonach der Zahlen werth des Sinusses des 
doppelten Abgaugs wialteis die erreichte horizontale Sohuss- 
weite in Tiieileu der maximalen Schussweite au. 
Die Konstruktion der Formel 

2 V„ cos (p . F,i . sin ip 

^" [/ 

führt auch zu obigen Resultaten : 

Y,. 
Beschreibt raan nämlich, Fig. 33, mit liem Halbmossiir Ä0=^OB=^—- 

einen Kreis, und zieht AC unter dem Abgangswinkel ^, so ist offenbar: 

ÄC ^^ F„ . cosq.i 

BC=Vt,. shi 9 
und demnach die erreichte horizontale Distanz der Dreieckfläche AGB 
proportional; eine ebenso grosse Dreieckfläche ist aber ABB, d. h. unter dem 
Winkel cp' erreicht man dieselbe Distanz. 

Aus dem Dreiecke ABB folgt die bereits bekannte Eelation: 

v + <r' = \ ■ 

Die grösste Dreiecksflficlie , von welcher es nur eine geben kann, 
ist offenbar A'EB der ■\\mkel FAO ist 45° 1 h untei 4»' Liitiiht man 
die grosste Schnsweite 

Wenu wii nui ftxiren dass die Iiiabtl duich den Punkt gehen 
mübse und das'5 die Anfingtgeschwicdigl eit T konstant bleibt ist die Auf- 
gabe unbestimmt weil uns die diitte nothwendigp Bedingung telilt Die Un- 
bestimmtheit dei Aufgabe kommt didurch zum Ausliuuk diss den Bedingungen 
und F iinendlicli viele Paiabeln entspiechen mtls e deien teon et ri seilen 
Zusammenhang wu spätei auch ermitteln wollen 

Handelt es sich um dis Erreichen emei bestmimten h ll^nnt^len Ent- 
leimi K X '. sml r unl y aus dei Gleichung 

F^ sin 2 y) = g% 
zu bestimmen da jedoch zur Bestimmung dei Unhekinnten nui eine einzige 
Itleithung voiliej,t <io sind eine unendliche Zahl Aon Kombinationen der 
Glossen F «nl if denkbai welche die Gleahunj, identiach erfüllen, in der 
Wahl dei Grösse F ist man jedoch an eine bestimmte unteie Gienze ge- 
bunden indem die döbelte Geschwindigkeitshöhe nicht klemei ah Xa sein 
kann wenn j; tlbeihaupt erieicht weiden soll dies ist aus det Formel 
a, -= 2/i siii2q: sofoit /u eisehen und mamfetitirt sich analjtisch dadurch, 
dass unter der Beding 11 g 2/i<Ci füi sin2(p ein unmöglicher Weith verlangt 
wird ; denn es ist : 

. (, gx^ a;„ 
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so rauss 

sein, was nicht luöglidi ist. 

Angenommen, dass für V,, ;!um Zwecke iles Erreicliens einer be- 
stimmten Diatanz — nur mögliche Wertlie fflrgewählt werden, so folgt aus 
der Gleichung 

Yl .siii^cp = gxo ■■ 
X) Ist lief Abgangswinkel <p kleiner als 45", so entspricht einer Zu- 
nahme des Abgangswinkels eine Abnahme der Anfangsgeschwindigkeit. 

a) Ist hingegen der Abgangswinkel (j< grösser als 45*', so entspricht 
einer Zunahme des Abgangs winkeis eine Zunahme der Anfangsge- 
schwindigkeit. 

Stehen uns bei einem bestimmten Geschütze (hypothetisch das Schiessen 
im leeren Räume gedacht) w Ladungen resp. « verschiedene Anfangsge- 
schwindigkeiten zur Disposition, mid sind die diesen n Anfangsgeschwindig- 
keiten entsprechenden doppelten Gesehwindigkeitshöhen sämmtlich 
grösser als eine bestimmte zu erreichende Distanz x^, so gelangt man 
auf 2« verschiedenen Wegen zum Zwecke: das Ziel zu treffen; in n 
Fällen sind die Abgangswinkel kleiner, in den anderen n Fällen grösser 
als 45«. 

Ist zufällig Xy einer doppelten Gesuhwindigkeitshöhe gleich, 
so kann «„ nur mehr auf 2{n — 1) + 1 =^ 2w — 1 Arten eiTeicht werden; 
sind endlich j«(«[ <C w) doppelte Geschwindigkeiten kleiner als a!„, so stehen 
nur mehr 2 (w — in) Wege offen, x^ zu erreichen. 
Beispiel; 

Es stünden beispielsweise die Geschwindigkeiten von lOU'", Jöü'", 200"', 
£50'", 300'" zur Verfügung und es sei die horizontale Schussweite ä„ = 1000'", 
zu erreichen. 

Diesen Geschwindigkeiten entsprechen die doppelten Geschwindigkeits- 
höhen : 

1020-4'", 2295-9"', 4081-6"', 6377'fi"', 918B-7'"; 
die doppelten Gescliwindigkeitsliöhen sind sämmtlich grösser als die zu er- 
reichende Distanz a:„ ^= 1000'"; daher vermögen wir das Ziel auf zehnfache 
Weise zu erreichen, 

Ware die zu erreichende Distanz 1020-4'", so würde das Ziel nur auf 
neunfache Weise zu treffeo sein; ist ^„=3000"', so kann mit den Geschwin- 
digkeiten von 100'" und 150'" das Ziel niemals erreicht werden. 

Die nachfolgende Tabelle enthält für Xo = 1000"' die Werthe der den 
angenommenen Anfangsgeach windigkeiten entsprechenden Abgangswinkel ; 
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Anfangigeschwiniligkeit 



"Winkel if<; 40" ! 39» 15' 40" 12''54'37".5 



7° 5'27".5' 4'30'37-'.5 3» 7'32".5 



\ Winkel ip' > 45" I öö" 44' 20" 177" 6' 22".5 82" 54' 32".5J85'' 29' 22" .5186'' öS' 27" .6 



13) Analytische Bestimmung tlcv öesuhwlndigkeit in oiaem 
bclicM^cu Baiiii punkte. 

ÜeOesLlftit li^Uit kau ii il ei ibhiiggkeit \o i i ii^6uteii\inkel 6 
(weluhei bei b Ulistischen Rechnungen banli" als ui ibhängi^ V^iiable ange 
iiomraen wiid) als aacii ^on den K.oordiititen -r odei j daibCstellt werden 

Zu dei ersten Formel gelangt man aut Basis dei Eigenschaft der Flug 
bahnpaiabel dass d e Hoiizontal Piojertion der Gei5oh\indigkeit m jeiem 
leliehigen Bahnpunlte iieselbe ist hebei batz tuhit direkte zui dleieliuEg 

1 cobB =; Fco fjp 
aus wel hei 



folgt. 

In zwei gleich hohen Punkten sind die ELchtungeu der Geschwindig- 
keiten durch die Winkel 6 und (—6) bestimmt; da nun cos 9 = cos ( — 6), 
so folgt, dass die Geschwindigkeiten in Niveaupunkten einander gleich sind, 
somit die Aiifaugsgescliwindigkeit Y„ der Endgeschwindigkeit 
Fe gleich ist; eine logischer weise schon aus der Symmetrie der Bahn zu 
ziehende Folgerung, welche Symmetrie nur durch die Symmetrie der dyna- 
mischen Verhältnisse zu erreichen ist. 

Die Geschwindigkeit v erhält ihren kleinsten Werth, wenn cos 8 sein 
grösstes Mass: die Einheit en^eicht; da im Scheitel 0=^o, daher 
cos9 = l ist, so folgern wir, dass die kleinste Geschwindigkeit im 
Scheitel Statt hat. 

Um die Abhängigkeit zwischen öescli windigkeit und Ordinate {y) dar- 
zustellen , macht man von dem Satze der Erhallung der lebendigen Kräfte 
Gehrauch : 

Hat das Gesohoss die Masse M, so ist im Beginne der Bewegung 
dessen lebendige Kraft MVl , in dem betrachteten Bahnpunkte aber nur mehr 
Mv^; der Verlost an lebendiger Kraft resultirt aus dem Steigen des Ge- 
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Schosses um das Miiss der Ordinate y, und ist gleich der doppelten Arteitsleistuiig 

2Mg.y beim Heben des Geschosses um;/; es besteht sonach die Gleichung; 



aus welclier 



;; — 2 Mgy = Mv 



A Je 1 t t b ele t te t le cl u g la I au h d 

gezogen S 1 1q folge gea ua he fuh t n an fu j e neu W 

tion vo ■!: e n H t 1 au h d e Ab! ai^ gl 1 l & 1 

der Ab an ianl 1 ( 1 F 1 t 1 h 1 



Z 1 That a 1 e da n N eaupunk en — ^ de e Elen e te gegen d e 
Abscis e a gl h g ne gt 1 ?le he Ge h d Ke te ent i e I en 
gelangt man an alle e f a 1 t a f il 1 n W « iu 1 Z an m t ng 
der Ge hw d rL, ten 

B e Ges h l gk n h I 5 f, B 1 i Ite tzt 1 u u e 

ausd Afngge 1 dgl tF lan I Ce h alg 

keit der gleichförmig beschleunigten vertikal gerichteten 
Palibewegung. Seien (Fig. 14) OT die Richtung und Grösse der Anfangs- 
geschwindigkeit n = 12 = 23 =., = 7 die Beschleunigung der Schwere 
(auf ein beliebiges Zeitelement t eiae Seknnde etc belogen) so ist die Ge- 
sihwjndiol eit sowohl il rei Grösse als Richtung nach nach t iz 3t ..2»t 
Zeitelemcnteii duich die teiadeii Oi 02 rtj 0> repiaseifiit. 

Min kann immer das Zeitelement r so wtblen dass die ganze Flug- 
zeit eiue fceiEidc Ai zahl (2 jt) Zcitclemcnte enthalt lann fanden sich in Fig. 14 
je zwei gegen 0^ gleich gcneiote Geschwmdigkeits Richtungen \oi welche, 
wie die tigni zeigt gleichen Geschwindigkeiten entapiechea Die Kurve, 
nekhe lieEndpunlte dei Geschwindigkeite i enthalt nennen wu (abweichend 
von der in der grahschpn Dynamik ntlichen NomenkKtui) Geschwindig- 
keit skurve bei dei Wurfbewegui g im liftleeien Baume ist diher die 
Geschwindigkeitskurve eine im Abstände F„ cos ff zur Ordinatenaxe parallel 
gezogene Gerade TU. 

Das Dis^raram Fig. 14 gibt, auch über die Krümmungs Verhält- 
nisse der Bahn Aufschluss; offenbar hängt das Krümmungsmass mit der 
Aenderung des Tangeutenwinkels 6 zusammen; ist diese Aeiiderung z/6 
für ein bestimmtes Zeitelement ^t = -c grösser, so ist auch die Krümmung 
eine stärkere, d. h. der Krümm ungs-Radius kleiner; die von Zeitelement 
zu Zeitelement stattfindende Aenderung des Tangentenwinkels 6 ist aus der Figur 
zu ersehen, aus welcher fo^t: 
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ferner 

ea Dimmt sonach die Inteasität der Krümmung gegen den Sciieitel zu, und 
erreicht dort ihr cröastes Mass, was auch au3 der Formel g = ■■■ ,, ■ folgt. 



11) Bestimm 111 lg der (lesehwindi^keit auf a,Tapliischem IVcgc. 

Die dnrchFig. 14 erläuterte ZusammeDsetzung der Geschwindigkeiten gibt 
ein sehv einfaches Mittel an die Haud, die Geschwindigkeit in einem helie- 
bigen Bahnpunkte zu bestimmen. 

Seien beispielsweise Fig. 10, 0, <f>, und Xo, die, die Flugbahnparabel 
bestimmenden Bedingungen, so kann, nach erfolgter Bestimmung der Anfangs- 
geschwindigkeit, die im Punkte Jf, stattfindende Gesell windigkeit durch fol- 
gende einfache Konstruktion gefunden werden: 

Man trage auf der Urspcungstangente das Stück Ov = ¥„ auf, und 
ziehe durch v eine zur Ordinateu-Axe parallele Gerade vv^ ; wurde auf die 
früher angegebene Weise die Tangentenrichtung M, t^ für M^ fisirt, so braucht 
man nur durch zu 3£^i^ eine Parallele zu ziehen; das Stück Ov^ gibt 
die verlangte Geschwindigkeit. 

Ebenso einfach ist die graphische Bestimmung der ÜShe der im Punkte 
M^ stattfindenden Geschwindigkeit; frülier wurde gezeigt, dass OF (Fig. 12a) 
die der Anfangsgeschwindigkeit entsprechende Höhe ist; denkt man sich nun 
von Jfj das Geschoss mit der zugehörigen Geschwindigkeit f, (als Anfangs- 
geschwindigkeit) unter dem Abgangswinkel 9j geworfen, so erhält man offan- 
bar dieselbe Parabel, als wenn man das Geschoss von mit V,^ als Ge- 
schwindigkeit unter dem Abgangswinkel cp werfen würde, daher die Leitlinie 
iXund der Brennpunkt F dieselben bleiben: demnach musa FM^ (Fig. 12,,) 
die Geschwindigkeitshölle für M, und den entsprechenden Niveaupunkt sein. 
Aus dieser Darlegung folgt ferner, gestützt auf die Fand amental- Eigenschaft 
der Parabel, dass der Abstand eines Punktes von der Leitlinie die zugehörige 
Geschwindigkeitshöhe repräsentirt. 

Anmerkung: Bei dieser Gelegenheit soll der Konstruktion des dem Punkte 
3f[ entsprechenden KrümmungB-Mittelpuuktes, resp. Krümmuuga-Halbmesserä q Er- 
wähnung gethan werden; 

Bekanntlich ist für diesen Punkt der Krüm mungs- Radius : 

'' s'cftsä,"; "cos 6/ 
Führt man Fig. m M,o senki-echt zur Tangente M,t„ und M,o, parallel 
zur Ordinatenaxe ; macht ferner M,o,^2h^, so ist wegen: 0,0 _L Jlf,o, und 
^o5fiOi=6i, MiO =^ 1~ =^ 4*1 ; daher der Satz; 
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Die Projektion »ies Kr üramuugs- Radius auf eine dwrcli M, zur Ordinatenaxe 
parallel geführte Gerade ist der doppelten Gescliwiniliglieitshölie A, gleich. 

Auf Grund des Satzes 3) pag. 4 ist der Winkel -^FM^o =- dem Winkel oM.o,,*) 
wonach die Projektion Mjo, von (>, auf den verlängerten Leitatrahl M^F des 
Punktes ilf, auch gleich 'ih^ sein milBBe; da nun MjP-^fij ist, eo folgt: 

I\ = ftj 
oder in Worten : 

Der Krümmungs- Mittelpunkt o projicirt sich auf dem verlängerten Leitstrahle 
FM, in einem Punkte Oj, dessen AhBtand vom Brennpunkte F der Länge FM^ 
des LeitBtrahles gleich ist. 

Der Gang der Konstruktion des Krümmungs-Mittelpunktes ist daher folgender : 

Man bestimme {Fig.l2c) den Brennpunkt P und für M, die Tangente üf,ii ; zielie 
JtfiO _J_ Jfjti und mache Fo^ = ^s^t ; die auf M,o^ in o, geführte Senkrechte he- 
stimmt in ihrem Sohnittapunkte o mit der Normalen M^o den verlangten Krümmunge- 
Mittelpuükt o; oM, ist der Krümmuiigs-IIalbmesaer. 



15) Foriuulu für die Flugzeit. 

Die Flugzeit t als Funktion der Abscisse ergibt sicih aus der Gleicliunji 

mit 

Fu . cos ^ ' 
um die Fiugdauer T bis num Aufschlage ku erhalten, setze man x = Xo und 
erhält 

Diese letztere Gleiclumg lässt sich direkte aus Fig. 14 ableiten, denn 
in dieser ist ; 

TU = T . g = -ITn =; 'lOT . sin if = 2 7„ . sin if: 
Erhebt man die letzte Gleichung aufs Qua,drat, so resultirt; 
T-ü = ^ yi ■ sm^ y 

Kun ist bekanntlich die maximale Steighöhe 



'*) Aus dem Satze 3), pag. 4, folgt nämlich, dass die Noimale jenen Winkel 
halbirt, der vom Brcnustrahle und dam zur Ordinatenaxe paralleisn Durchmesser 
gebildet ivird. 
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y, _^8y...._2/-.,, _^ 2.a;.tg ,i 
C St 

lYoraiis auch folfit: 

/,.., = 4 i/r'. 

Die Gleiuliioip /'„|„, =^ \!lT'^ hfl,tleii wir übrigens nach fler Theorie 
der Zu'iammensetKling der Bewegungen sofort hinstellen könneD. 

Sinil T\ 3-;, <f' zusammengehörige Werlhe, so bestellt die Proportion 
r^ : 7"* — x„ .ii^(p:xl. tg rf'. 

Die Quadrate der Flugzeiten T ve ehalten sich demnach 
wie die Produkte aus den erreichten horizontalen Seh uss- 
weiteii in die trigonoinetrisclLon Tanffentcn der Abgangs- 
Winkel. 

Für gleiche Ahgangswinkel besteht die Proportion 

verbindet man diese Relation mit 



welche für diesen Fall auch Giltigkeit hat, so folgt für Bahnen, die unter 
demselben Ahgangawinkel (p erhalten werden, die einfache, aus der oben für 
die Flugzeit aufgestellten Formel auch direkte folgende Beziehung: 



wo h eine konstante Grösse | j bedeutet. Die Änfaiigsgescbwindigkeiten 

\2 smy/ 

F„ für unter demselben Ahgangswinkel rp erhaltene Bahnen kann man sich 
als Geschwindigkeiten einer gleichförmig beschleunigten Bewegung (der Massen- 
einheit) mit der Beschleunigung h vorstellen. 

Sind die Distanzen x„ einander gleich, so resultirt : 

r^i ■r^ = tgy : tggi'. 
Für ein und dieselbe Distanz x„ gilt, was auch die Anfangsgescbwin- 
— :^:;4 worin J, eine konstante Grösse 



(^r) 



Die Gleichung («) verdient eine besondere Beachtung; sie sagt - was 
übrigens in der Natur der Sache begründet ist — aus, dass aus der Fallhöhe 
nach den Gesetzen des freien Falles die Flugzeit bestimmt werden könne. 
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lÖ. Anwcntllbarkeit dftr Fovmel füi* 4ie Fliigdauei' — im lutt,- 
erfiUltejv Itaiime. 



"\ 1 t ip 1 1 g h ] a d b I 1 c 1 tt 

rfüUt R \ lllh IZmm glBgg 

g m t h f tg t llt l kö 1 g \1 g E ! 

B ggdCl g i htlt— tlCdk 1 Igt 

d Fl g t 1 E If 111 h i t ro tl 1 1 h Fäll 

wdFmlfdä FUmlftl R mt fdi 

P ! 1 d G gl t 5 f 1 I f f lit R C i g 

h b d t lä g b Id d E df 111 ö! 1 1 1 g 1 d 

V ög g l F IIb gu g (1 1 g t Q h tt ß 1 t g 

dRhtgdf Fll)bdtd Vfjd Fllfeb 

diö mittelst der Formel («) errechneten Fhigneiten "Werthe an, 
unter welchen die Flugzeiten im lufterfüllten Räume nicht 
liegen können und haben auch in dieser Beziehung wegen der 
dadurch möglichen Orion tirung und Kontrolle der Rechnung 
eine n hohen Werth. 

Um zu zeigen, dass die mittelst der einfachen Formel (a) errechneten 
Flugzeiten bei selbst grossen Fallhöhen wenig non den wirkliehen Flugzeiten 
abweichen, wenn die Quersehuitts-Belastnng in der Richtung des freien Falles 
bedeutend ist, haben wir füi die 2^^ Kaliber lange 17'^'" Spitzbombe die 
Flugzeiten für einige Distanzen geiechnet und diese nebst den mittelst ballisti- 
cher Formein gerechneten m die nachtolgende Tabelle ( 



Endfallhöhe : riugiieit der 
(/,ix.,^) in ift :Wx\rftafel w 
Sekunden 



Flugzeit nach 
der Formel : 



O'CO 
+ 0-03 
+ 0-1 ■ 
+ Ül5 
-I- 0'33 
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Die Daten dieser Tabelle zeigen , dass mit zuuehmender Fallhöhe die 

Piffereiizen sowohl im absoluten als relativen Sinne grösser ausfallen ; die 

i'elativeii DiiJerenzen für die Distanzen von 500'", 1000™, 1500'" und 2000'" 

be trage u ; 

1 1 1 ( 

JhT' 90' 8ö' 4(5' 
F ftl 1 f 111 öh 1 1 D ff R ti i 11 

]U 1") IttPIt IGh dRltigd 

1 i II 1 ! b 11 t 1 Th ab t t 1 

D F I jT = ^^ i 1 i gl tt Mö t \ 

t!i B mgdFJgt 11 f btBdöh 

\\ g bfilt Id lluibbgg FH fh ggl 1 

llbd( j Fbllg db^Sh ! 

t t fcl h ä fc B ! 1 gk t 1 1 l 1 1 B 1 
h t 1 Uli 



17) Grafiacli« }i(!HÜiHiuung sier Flugzeit. 

Geht man in derselben "Weise, wie zur Bestimmung der Gesell windigkeit 
in einem beliebigen Bahnpualtte vor, Fig. 10, so ist gemäss der Theorie der 
Zusammensetzung der GcscJnvindigkeiten : 

und 



So oft also f/ (m dem clben Mis '■tibe dt. t inluLtia^Ln) in vv.^ ent- 
halten ist, so viele Zeiteinheiten betiigt die Flugzeit \on lus zu dem in's 
Auge gefassten Bahnpunkt JW^ 

Gemäss dieser Konstruktion hndet man tür die Zeit den Ausdruck; 
^_T^.^sin^.-^.sinQ 
ff 
welcher die Abhängigkeit der Flugzeit von dem Tangeutenwinkol darstellt. 

Um die ganze Flugzeit T zu erhalten, setze man 9 = — (^ :^ ^ (p, 
woraus der bereits oben gefundene Ausdruck : 
2r„.siiiy 



folgt. 
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Parabelgruppen. 



Ilaben mehrere Parabeln ein gemeinsames Merkmal, so nennen 
wir sie Parabelgruppen die einer Parabelgmppe angehörenden Flug 
bahnparabeln haben wie snh schon aus dem Voihandensem eines gemein 
samen Meikmales logischenveise folgern Id^-il, einen gewissen Znsaramenhang 
den wii sowohl des theoretischen als praktischen Interesses wegen unteisiichen 
müssen, m dem I Abschnitte nuide bereits an mehreieu Stellen auf einen 
solchen Zusammenhang hingewiesen hiei sollen die fijjhei eiwiesenen Satze 
lekipituliit und die nöthigen Liganzungen zugefügt wenlen 
Die gememsarnen Meikmale sind 

a)Eine in der Gruppe konstant bleibende Anfangs- 
geschwindigkeit. 

6} Ein in der Gruppe konstant bleibender Äbgangs- 
Winkel. 

"Wenn wir fixiren, dass die Parabel durch einen bestimmten Punkt 
(Ursprung 0) geben müsse und dass Anfangsgeschwindigkeit resp. Abgaiigs- 
winkel konstant bleibt, so ist schon dadarcli, dass die dritte zur Fest- 
stellung der Parabel nothwendige Bedingung fehlt, das Vorhandensein einer 
Parabel gruppe erklärt , weil die Aufgabe eine unbestimmte ist und daher 
unendlich viele T^ösungen zulässig sind. 



A) Parabelgruppe mit konstanter Anfangsgeschwindigkeit. 

1} Praktiselie Verwevthmig des Satzes der Fallhöhen. 

Schon Eingangs wurde, gestützt auf den Satz, dass die Fallhöhen für 
gleich lange, vom Ursprünge gemessene Stöcke der Ursprungstangenten unab- 
hängig vom AbgangEwinkel f einander gleich sind, der Zusammenhang resp. 
der geometrische Ort von Fl ugbahnparabel- Punkten erwiesen, welchen ein 
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und d j e s e 1 b ft F a 1 J h ö h e z u k m m t ; sie liegen iiämlicli auf der Periplietie 
eines Kreises de=isen OleichunR 

^' + {D -{- i?('y= r t 

ist 

Diesei Sat? , dessen Giltiekeif au<li iii dei baüistiaphen TheoiiP — 
untei gewissen Bedingungen — - eiwiesen wiid, und weldiei dnit eine sehr 
frachtbaie Veiwetthung findet, fuhit nn Kon^tiuktion eines sehi einfachen 
Instrumentes, welches geeignet ist, "elbst dem gemeinen Manne einen iichtigen 
Einblick in die georaetiisehen Veihi»ltnisBe dei Flugbahn zu gestatten 

Man nehme ei!ie um ihien Endpunkt a drehbaie Latfe, tiage aul ihr 
gleiLrh lange, die ÄKtangBgeschwmdigkeit lepilsentiiende StncKe ab, bc 
auf, in den Punkfen b, t befestige man Fäden, an welchen Bleikugeln 

hangen , und proporzionii'e die Langeu der Fäden den Fallhöhen von 1 , 2, 
3 . . . n Sekunden. 

Wird die I-atte um a nach aufw&rts oder abwärts gedreht, so stellen 
die Kugeln in ihrem Zusammenhange die Flugbahn dar , welche sich dem 
Geiste des Mannes recht wob! einprägen wird, 

3) Aiitzähliiu^- (Sov tuM'dts Ei'üIict in' n icseiHm Eilten st;liiilteii. 

Weiteie dei m Untersiidiuiig befindlichen Parabel gm ppe angehörende, 
bereits erwiesene Eigenschaften sind : 

1) Das? eine Distanz i,, welche kleiner als die doppelte Geschwindig- 
keitshöhe ist untei 7\\p\ "-on +5" gleich weit abstehenden Abgangs winkeln er- 
reicht «eiden könne 

2) Da s die giosste eueichbare Steighöhe der einfachen, die grösste 
erroiebbiie Distan? dei doppelten Geschwindigkeitshöhe gleich ist, sämmt- 
liche Parabeln daher m dem libei- diese beiden Grössen (Ä und 2 hj kon- 
struirten Rechtecke OABG (Fig. 15) liegen müssen. 

3) &Smratliclie Parabeln haben eine gemeinschaftliche, im Abstände h 
zur Abscissenaxe pai iUel laufende Leitlinie AL. 

S) (leometviseher i)vi At'v iäreiiii punkte (liiii've i^. 

Die unter 3) ausgesprochene Eigenschaft, verbunden mit der Grund- 
eigensehaft der Parabel, dass der Abstand eines, hier allen Parabeln gemein- 
schaftlichen Punktes von der Leitlinie, dem Leitstrahle dieses Punktes gleich 
ist, führt direkt zu der Erkenntniss, dass der geometrische Ort sämmtlicher 
Brennpunkte F — welcher kurzweg Kurve F heissen möge — ein Kreis 
mit dem Mittelpunkte und dem Radius h sein müsse, dessen Gleichung ist ; 
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i) (xeoinetriseher Ort der Selmittpuiikte der ürspi-iiniistangeiitcn 
mit den Parabelaxen (Kurve T). 

Dei jn^ -i untei 4j auo'efiihi ten Eigens (chatten dei Piiibel zu Fulge jst 
der Leitstrahl eines Punktes gleich dem abstände des Bieniipunkteh lom 
Sthnittpunktf dei Tani^ente (an dem betrachteten Parabelpunkte) mit der 
Paiabelaxe 

Um dabei füi die veilangten Punkte zu eihalteu, tiage man nur 
TOn jedem dei Bi ennpnnkte das Mass fi paiallel zui Oi dmatena^e nach 
aulwlrt"? die^! heisst offenbai nichts mdeies, als die Kurve F um das M^ss 
h parallel zur Oidinatenaxe nach aufwiits schieben 

Dei leiUiigte geometrische Oit ist dihei ein Kieis, des'sen Mittelpunkt 
{Ä) lui dei po'iitnen Ordiiiatenase, am h vom üispinng enttemt liPt,t unl 
den Radnta Ä bat , die Gleichung dieses Kitises ist 



5) Oeoiitetrlsehei" Ort der Hclieitelii (Kurve S). 

Um den geometrischen Oit samratlKher Siheit In zu hn Ion iiuss man 
eine vom Abgangüwinkel ip unabh innige Beziehung z^iaihen den Siheitel- 
Ordiiiaten {xg und y^) linden; hiezu ehminne man nus den GlKuhungen : 
I, = h sin 2 y 

den Abgangs Winkel fp. 

Auf dem Wege der Elimination gelangt man leieht zu folgender 
Gleichung i 






(«) 



Das ist die (Scheitel) Gleichung einer Ellipse, deren Scheitel im Ursprünge 
liegt und deren kleine Axe in die Richtung der positiven Ofdiiiaten- 
axe fällt. 

Wenn a die halbe grosse Axe , b die halbe kleine Axe der Ellipse 
bedeutet, so ist die allgemeine Gleichung für die oben präzisirte Lage 
der Ellipse: 



-.- + 



^ - ^ _ 1. iß) 



yGoosle 



Aus dem Vergleiche der Gleichungen («) und [ß) lesultiiE: 

" = '■' "=r 

Die Kuvve S ist demnach eine in auf der Äbscissenaxe 
aufruhende Ellipse, deren kleiße Axe in die Ordinatenaxe 
fällt; die halbe grosse Axe ist der ganzen, die halbe kleine 
Axe der halben Geschwindigkeitshöhe gleich, 

6) Foig«nmgeu luis der Figur luv die gfiometi'iselien Ortf, 

In Fig. 15 ist AS^S^O die Kurve S. 

Durch Diskussion der Figur können wir viele der bereits erwiesenen 
Sätze bestätigen. 

Um die Elemente zur Bestimmung der Bahn filr die Schuss weite 
OZ = x^'C'^h zu erhalten, halbire man OZ in a, und errichte auf OX 
eine Senkrechte T^F^, welche die Axe der Parabel ist; diese Gerade 
schneidet aber die geometrischen Orte in je 2 Punkten ; 
a) Kurve T in T, und T^, 
h) „ F „ F, „ Fj,, 
c) „ S ,, S, „ S,, 
(T^, f,, S^) und (Tg, F.^, S^) sind zusammengehörige Kleraente, welche je 
eine Parabel bestimmeo. 

OT, und OT^ bestimmen die Ursprungstangenten resp. die Abgangs- 
winkel (f, und f/ä, deren Zusammenhang auch aus der Fig, 15 ermittelt 
werden kann: 

Der Winkel EOX ist offenbar 45"; da nun die Winkel T^OE und 
T^OE auf gleichen Bögen T^E und T.^E gelegene Periferic Winkel sind, so 
müssen sie einander gleich sein; nun ist 

r/>, =45" + ^r,OE=45 -^ ß 
(p^ — 40" -~ ^ '1\0E = 45 — ß, 
woraus : 

^j + (f ^ = 90" 
folgt, was bereits bekannt ist. 

Die symetrische Lage der Brennpunkte .F, und F^ ist auf den ersten 
Blick ersichtlich u. s. f. 

Beisj)iel: 

Die Anfangsgeschwindigkeit beträgt 300'" ; es soUeu die geoin «tri sehen 
Orte, nämlich die Kurven T, F und 8 festgestellt werden. 
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Die mittelst dei- Forme! 



bestimmte Geschwiitdigkeitshöhe beträgt h ^= 4591'8"'. 

Die im Abstände OA = h = 4591*8'" parallel aur Äbscisseuaxe geführte 
Gerade AL ist die Leitlinie, die sämmtlichen Parabeln gemeinschaftlich ist. 

Der mit r :=: 4591"S"' aus beschriebene Kreis ist die Kurve i\ 
„ „ r=i6n-ü"' „ A „ „ „ „ .,, T. 

Der Mittelpunkt o der Ellipse (Kurve S) liegt im Abstände 
Oo ^ — 2295'9"'; die halbe grosse Axe ist oö =; 4591-8"'; die halbe 
kleine Axe Oo — 2295-9™. 

Die grösste Sclmssweite (a^Jm^a ist gleich 2/( ^^ 9183'C"'. 



B) Parabelgruppe mit konstantem Abgangswinkel. 

7. Rekapitulation der bereits erwiesenen Eigcnsehaften ; Naeli- 
wcls der Achiiliclikcit der Batnen. 

Im "\eihuts, dei iiilereu Untersuchungen fanden wir für diese — - ftir 
die Iia\i ungleich \Mi,htigcre — Parabelgruppe einige wichtige und interes- 
sante bigeuschiften die wir rekapituliren wollen, 

IjVei bindet man l^Fig, 16) die Abgreniiungspunkte Z^, Z.^, Z^... der er- 
leiehten iioiizontalen Scliussweite mit den entsprechenden, in einer Vertikalen 
liegenden Paiahelpuiikten M^, M^, M^ .... so treft'en sämmtliche dieser 
Stiahl n einen einzigen Punkt p der Orditiatenaxe , den wir Eeductions- 
poi nannten, und welcher von den Abstand Oß = xtgf hat, wenn x die 
gemeinschaftliche Abscisse der Punkte ilfj, M^, Jf ^ . . . , ist, 

2) Verbindet man die Punkte M^, M^, M^, . . . mit den Scheiteln Sj 
Sg, Sy, . . ., so treifen sSmmtliche dieser Strahlen die Ordinatenase in einem 

Punkte <j , dessen Abstand von dem Ursprünge 0, 0« =;---"-- iietragt; 

diesen Punkt nannten wir den Scheiteipol. 

Die unter l) und 2) zitirteii Eigenschaften geben bei angenommenen 
erreichten, lioriKontaleu Schussweiten ein Mittel an die Hand, beliebig viele 
Punkte der Parabeln festzustellen. 
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63 

3) Die erreichten horizontalen Schuaswcitcn verhalten sich wie die 
Quadrate der Aufangsgesehwimiiglieiten und aucli wie die Quadrate der 
Flugzeiten; daraus folgt: 

4) Die Flugzeiten verhalten sich wie die Anfangsgeschwindigkeiten. 

Es läBst sich ferner zeigen, dass sämmtliche diese Parabeln ähnlich 
sind; denn ziehen wir (Fig. 16) die Gerade 0'm^m,^m„ unter dem Winhel 
(Positions Winkel) w, so bestimmen sich die Tangen tcnwinkel ö^, 6^, 6.^ ... in 
den Punkten m, , m^, m.^ . . . mittelst der Gleichung; 

tgi;p ^^ 2 tgw — tgÖ, 
aus weloJiür 

tg6 — 2 tg« — Igq) 
fulgt ; da nun (p und n konstant sind, so müssen es auch die "Winkel 6 sein, 
d. h. die in den homologen Punkten m^, m^, m.^ . . . gezogenen Tangenten 
sind zu einander parallel. 

Aus der Gleichung v = -" — -~- folgt we 

liomologcE Punkten, dass die Geschwindigkeiten i 
der Anfangsgeschwindigkeiten stehen. 
Aus der Flugbahngleichung: 

)/ =a; tg(p - I fff' 
oder 



;en der Gleichheit von 6 in 
I demselben im Yerhältaisse 
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Anmerkung. Bezeichnet i 
I bis zu einem Punkte, so 

resp. i—j des"_Bogen3 k 



an mit s allgemein die Länge des Parabelbogeus 
lässt sich leiclit zeigen, dass das Verhältniss 



r Projektio 
Ml findet ti 



auf die Abacissenaxe resp. Ordinalen- 
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tgif — tg& 
f( f) - f(6) 



/■(O) = J- [tgO , soc'J + log« . (^ + ■ o)]; 



worin fci aad ft^ konstante Grössen reprisentireu. 

In Worten heisst dies: Die Länge« der Faralielbögen bis zu den 
homologen Punkten sind den Abscissen (Ordinaten) dieser Punlite 
proportional. 

Die Ordijsaten der Punkte stellen überdies in der Bezieliung — ^^ -^ . . ,, 

womit der Beweis der Aehnlichkei t der Parabeln beige- 
bracht ist. 



S. G^eometrisoh« Orte. 

Schliesslich wollen wir noch die geomc tri seilen Orte, nämlieh die Kurven 
T, F, S bestimmen. 

Die Kurve T i t fle 1 lii- fixe TT j 'ungstangente OT selbst, deren 
Gleichung ist 

Um den Biennpnnl t zu lestiminen n uss man beltanntlicli eine Gerade OF 
ziehen, die mit deiUi'ipinagstangeiite den Winkel -- — qi einsehliesat ; da wir für 

jeden der Bjennpunkte lie elbe Gerade OF erhalten, so ist diese der 
geometrische Ort slmmtlicher Biennpunkte ihre Gleichung ist ; 
y = — t eotg29». 
Der ge metii he Oit säminthcher Scheitel ist die von der Anfangs- 
geschwindigkeit les^ det Gesclininligl eitshöhe nnabliängige Beziehung zwischen 
den Soheitel-lvöHdin t n nl j Ivil t man die Gleichungei! 

und 

x^ ^^ 2h . sin 'i q/ 
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IIL ABSCHITT. 
Aufgaben. 



Um die Handhabung der Formeln der parabolisclieii Theorie zn zeigen 
und um auf die Behandlung analoger ballistischer Probleme — den Idoon- 
gang betreibend — vorzubereiten, wollen wir einige Aufgaben im luftleeren 
Baume lösen. 



1. Aufgabe. 

Es sei Fig. 17 ein Punkt M^ durch seine Koordinaten 
[x^Pi) resp. (a^jMj) gegeben; es sind Anfangsgeschwindigkeit 
undAbgangswiakel so zu bestimmen, dass M^ getroffen wird, 

Da bekanntlich zur Fixirung der Flugbalinparabel drei von einander 
unabhängige Bedingungen nothwendig sind, hier aber nur zwei, nämlich die 
Punkte und M^ vorliegen, so ist die gestellte Aufgabe eine unbestimmte; 
um sie zu einer bestimmten zu gestalten, ist es daher nothwendig, eines 
der zu bestimmenden Elemente Anfangsue'-ehwindifjkeit oder 
Äbgangswinkel anzunehmen und das andete Element zu bestimmen. 
Hiedurch löst sich die gestellte Autgabe in f;wei Aulgabeu auf 

a) Aussei den Punkten and M, ist noch dei Abgangs« inkel q> 
gegeben die Anfangsgcbclmmdigkeit ist demgemäsa zu bestimmen 

&) Gegeben smd die Punkte 0, M^ mitl die Anfangsgeschwindigkeit V„; 
der Abg^ng^winke! (p r^t zu Iiestimmpn 

Anmeikung In dei Piaicia kommen bpide Falle voi , da'is namlich die 
ÄniängsgescUwjndigkeit resp. der Äbgangswickcl von Vome berein als angenommen 
zu betrachten sind; ersteres Endet z. P. bd den HandfeuerwaÖ'en und FeldgescLützon, 
letzteres bei den Möreem statt. 
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a) Ilie^n benutzen wir die Fiugba!ii)g]oiehmijj in der Form: 

welclie für den Punkt. M, spezialisirt, bratet.: 

| = tg», =tg^n~~yL; («) 

hieraus ergibt siuli; 



~ 4 (tg 95 ^ tg Mj ) . cos^ rp ' ' 4 . sin {(p — n^) . 

und 



' ^ 2 . cosqü , sm(q[) — %) 
welciier Wertli — das Schiesseii im leeren Räume gedaclit — 7.m- Bestimmung 
der Pulverladung dienen würde. 

Wirken die bekannten Werthe x^, if^ und «^ so zusammen, dass die 
errechnete Geschwindigkeit grösser ist, als die für das betreffende Gescliötz 
zniä^sige grösste Änfangsgescbwindigkeit (Fn),,!«^, so ist die Aufgabe praktisch 
unlösbar; zur praktischen Ijösbarkeit ist c 



(F. 



'.),... >}/^ 



2 , cosq!) . sin {tp -— «j) 
zu erfüllen. 

Unmöglich wird die Lösung für fp :^^ n^ , wofür T,, = w wird ; dies 
ist wobl einleuchtßucl, denn die Dedingiiiig (p ■=^ % bedeutet die Vcniacli- 
lässiguug der Wirkung der Schwere. 
Beispiel: 

Gegeben sind x^ =; 1000™, «j = 2^ (p ^ 10". 
2 Log V„ = 4- Log «j = 3-0000000 

+ Legi/ ^ 0-99122G1 

+ Log cos 2" ^ 0-99973Ö4 — 1 

— Log 2 ^-0-3010300 

— Log cos 10" =-(0-9933515 — l) 

— L ogsin S" =:-(Q-143555 3 — 1) 
2 Log F„ = 4-5530247 

Log7„= 2-2765123 und 7,i = i89"'*). 

FQr die Praxis ist die Beziehung zwischeu der, unter den gegebenen 
errechneten Anfangsgeschwindigkeit Y^ und jener Anfangs- 



") Die Gesohwiudigkeitehöhe kann aucti leicht graiiscii ermittelt werden 
Siehe Fig. 12„ 
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gescliwindigkeit F)/* von Wichtigkeit, mit welcher man unter dem Äbgangs- 
;Yinkel <f> die horiüontale Distanz x^ erreiciit; diese ist bekanntüch : 



" ' 2 Sin (j) . cos cj> 



ivas auch aus («), für n ^ o resultirt. 

Dividirt man Gleichung (a) durch die eben aufgestellte Gltiehung, 
resultirt die gesuchte Beziehung ; 



Jj.^]/ ™ '?■"'"■ „ri 7 = y»)l/™iti^»l". = rc)l/— ^!L.„ 

W> r sin(f — «i) " " ' sin(^— «J " " tg^' — tg«^ ' 

b) Die spezialisirte Gleichung («) kann auch in folgender Form gesehrieben 
werden : 

f,, =Ä^l tgff — ^^^(l + tgV) 

und nach ig <p geordnet ; 

„ 4 7i , / 4 7* w, i 

tg^r; — ^- . tgqn + (l + --Fj = 0; 

durch Auflösen dieser quadratischen Gleichung gelangt man zur Gleichung i 

tg, = A[7.±)/;.(ft-j,,)-i]. (« 

Gleichung (/Sf) sagt aus, dass im Allgemeinea zwei Winke! <p der Aufgabe 
entsprechen; erfüllen die gestellten Bedingungeu die Gleichung 

h{h~y,) = ^ (r) 

so entspricht nur ein Winkel 91,«, der bestimmt ist durch : 

ist endlich 

50 ist keine Lösung möglich. 

Stehen n Ladungen zu Gebote, so kann , wenn für alle Ladungen die 

Bedingung h{h — ä/i)>"^ erfüllt ist, der Vunkt JI, auf 2nfache Weise 

getrofi'eß werden; erfüllt eine dieser Ladungen zufälligerweise die Bedingung 

h[h ^ y^) = ~ , die anderen jedoch obige Bedingung , so ergeben sich 

2 (m — 1) + 1 =: 2 ii — 1 , im Falle m Ladungen der Bedingung 

/((/;. — Vx)'^ '—- genügen, 2(«. — m)-Arteii, den Punkt Jl/j zu erreichen. 
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Wir wollbii nns znuachst mit clera lUgcmeinaten Falle belassen wo zwei 
Winkel der Autgal)«' entspieohen uiil dip Be^iehun« zwischen diesen btiden 
■Winkeln aufsuchen 

Ist eine Gleichung \oii der Foim 

X" + -ä, . X"-i + A^ . x"-2 + + A,i-ix + ^„ == 

gegelieu, welche die n Wurzeln a^,, x^, . . . . a;p, hat, so ist beliaaiitlicli : 
A,^-{x, +x, +.... + x„) 
A,= w,a:,+ x,w,+ . . . . 

Sind tg(p, und tg% die Wurzeln der obigen quadratischen Gleichung, 
so finden bekanntlich die Relationen: 



itatt ; setzt man diese Werthe in die Gleichung : 

tg< Pi + tg^a 



ein, so rosuitirt ; 

tgMj .tg((]Pi + ^,) = - 1. 

Der analytischen Geometrie der Ebene zu Folge, ist dies die Bedingung 
für das Senkrechtstellen zweier Geraden, welche unter den Winkeln n.^ und 
(^, + (pi) gegen die Abscissenaxe geneigt sind; errichtet man Fig. 17 in 
einem beliebigen Punkte m der Sehne OMj auf dieselbe eine Senkrechte nw, 
so schliesst selbe mit der Abscissenaxe den Winkel cj>^ + r/i. ein. 

Aus der Figur folgt direkte : 



welche Relation mit 



f 1 + ^a = -^ + «1 . 



<h "«1 = ^-9. 



identisch ist ; aus dieser Gleichung folgt, dass iei Winkelabstand der Ursprungs- 
tangente für fp^ von der Sehne Oüf, eben so gi-oss ist, als der Wiiikel- 
abstand der Ursprungs tangente far (p^ von der Ordinatenaxe ; oder mit anderen 
Worten: die beiden Ursprungstangenten OT^ und OT,^ haben 
von der HalbivnngsUnie 011 des Winkels YOM, denselben 
Winkelabstand a. 

Es muss die Analogie zwischen diesem Satze und einem früheren auf- 
fallen, wo 2Ii"j im Mündungs-Horizonte liegt, »^ daher = o ist ; in der Tbat, 
setzen wir in die letzte oder vorletzte Gleichung n^ ==; o, so erhalten wir 
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wie früher. 

Da die Summe (/>, -|- <p^ nur von n, abliängt, so muss für alle in ^em 
Strahle OM^ liegenden Punkte, die Summe (p^ + q>^ dioselbo bleiben. 

Beispiel: 

7a = 189™, 0^1 = 1000™, K; — 20 ; da die Bedingung h (h — y, ) > ^,' 
erfüllt ist, erhalten wir zwei Winkel: 

91, = 10", fi = 90» + «1 ~ ff, ~ "^O" + 20 — 10«= 82« 

Anmerkung: Die Bestimmuüg dieser Winkel kann auch graflsch erfolgen: 
da die Geschwindigkeitsholie (/i) lieksui i Kt kennen Fig. 15 die geometrischen Orte, 
nämlich die Knrven T i F ler/eiclinet nerden. Der Grund eigen achaft der 
Parabel zufolge beschreibe man mit dem Eadins M,m aus M, einen Kreis, der 
im Allgemeinen die Kurve F in zwei Punltten j'', und f^ schneiden wird; die 
durch f, und /", gezogentu Veitik-vlen / {; unl f^t^ Ijestiramen die Punkte t^ uud (, 
der UraprungBtangenten und diese die Uiapiuni,3tangenten 0*, und Ot, SRlbst; es 
ist dann 

< t^OX = (/., 

auch die auf analytischem Wege gefundene Bezieliung der Winkel 4 , uud ii-.^ lässt 
sick nnmittclliar der Figur entuekmen. 

Halbiren wir den Winkel YOM^ durch die Linie OH, so ist ^n'OE-^''^, 

weil die Punkte« nnd n' in einer Vertikalen liegen, demnach arcw'S= arcö« ist. Da 
nun atc/aii ^-arc/",«, so muss auch arcf^w' ^ arc*iM' sein, d. h. die TJrapruugs- 
taHgenteu haben von OH gleichen Winkelah stand 1: ^ t^OH ^- t^OH; aus der 
Figur folgt ferner direkte 

wild 

worans durch Summirung folgt : 



Wir wollen jetzt den Grenzfall in Betracht ziehen, nämlich jenen, 
in Folge der Bedingung 



"('■"!-,)=-'- M 



■ ein Winkel (p,n entspricht. 

(/) kann auch geschrieben werden: 

*) Diese Winkel sind in der Figur uicht bcsclirieber 



y Google 



und mit Beriickaichtigung der Gleiclmng (Ö) 








tg>,„— 2tg«, . 


■ tgcp,i, 


=.1 


diesei 


r Gleichung 


ist äquivalent: 








ts"' ipr 


„— 2tgM, .tg<p,„ + ls^ 


», =J 


+ Ui 


oder 














tgfm — tg«i 


_ I 


oder 


endlicli 












hi(rpM ■■ n^) = cos ([■„, 


=..in 


(y- 


ans 1 


rvclcher 









f,. — n, = — — cf.,„ und (,,,„=_ 4- .J. 

folgt. 

Die vorletzte Gleicliung sagt aus, dass die Halbirung slinie dca 
Winljels YOM^ die verlangte Urspruii gstangente gibt. 

Aus der Gleicliung 

f- = T + -i 

foigt, dass ip,„ nur von «^ abhfingt und dass für alle in dei' Seltne 071/, 
liegenden Punkte — für den Fall einer einzigen Auflösung — OH die 
Ursp rang Stange nte ist. 

Es bilden demnach die den Punkten der Sehne OM^ ent- 
sprechenden einzigen Lösungen eine Parahelgruppe mit 

konstantem A h g a n g s w i n k e 1 q>„, = — - -1 — ~ . 

Zieht man also einen beliebigen Strahl OH und hetraclitet diesen 
als ürspruiigstangente, so erhält man den geometrischen Ort der Punkte, 
für welche OH die einzige Lösung ist, iudem ^TOH = ^HOM^ 
gemacht wird ; den bei Besprechung der Parabel grnppen entwickelten Eigen- 
schaften zufolge sind die Tangentenwinkel für alle in OJI/, gelegenen Punkte 
einander gleich, 

Ist Wj = 0, d. h. liegt Jtfj im Mündungs-Horizonte, so wird (p,a = — , 

d. h. gleich dem Winkel der grössten horizontalen Sehussweite ; eine analoge 
Eigenschaft werden wir für cp,„ auch in dem gegebenen Falle nachweisen. 

Unter den oben gemachten Annahmen be:iiigUcli der Lage eines Punktes 
Jlfj ist y,„ = 45» + 1" = 46». 

Wenn der Punkt M^ gegeben ist, so vermögen wir die Anfangsge- 
schwindigkeit (dynamische Bedingung) stets so zu bestimmen, dass für diesen 
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Punkt Wj der GreiiÄfall eiiiti'itt; man braucht nur /; und somit auch F„ aus 
der Bediiigungsgleichung 

h^ — %l = ^- 

zu bestimmen ; aus dieser folgt : 



-S-l±|/|+^ 



und 

yi=!l!fi + ff^i Vi + tg^Wj = gx^ [tgw, + secKjl; 
da sec «j > tg js, ist und "F",i^ uiclit negativ sein kann, so folgt schliesslich : 

f7i = fl\ [fK", + seeij,]; 
ist m, ;=: 0, so ühcrgelit ^j iu c, und wn eilialten die bcliamilc Beziehung 
für den Fall, als a;^ die grösste &clius=weite ist: 
^'^ = f|L 
Will man die Gesehwindiglieit resj! dio Gcscliwindigkeitshöhe graflseli 
ermitteln, so ziehe man Fig. 17 zur Fisirung des Abgangs wink eis ^„i die 
Halbirungslinie des Winkels TOJI/j und bestiinmo auf die bekannte Weise 
den Brennpunlrt, dessen Abstand vom Ursprünge die Geschindigkeitshöbe 
repräsentirt. 

Beispiel: 

Für die ffühern Annahmen x^ = 1000"' und «j = 2" ist 7„ = 100-7'". 

Um alle Eigenschaften des Winkels if^m zu erschöpfen, wollen wir noch jenen 
Winkel if bestimmen, der in Verbindung mit dem angenommenen V,i die längste 
Sehne OM^ abschneidet. 

Ana der Figur folgt OM^ ^ .^ = ' ' , welche Gleicliung unter Berücksichti- 
guug des aus (({) resultir enden Werthea von x^ übfirgeht in: 
_ 4ft.siD(^-w,). 



der verlangte Winkel ist aus der Bedingung: 


w, 


da U , , , 


- 5in(ij.-~w,) . siny] = o 


zu bestimmen; da 7t nicht Null und cosw, nicht 
die Gleichung: 


unendlich gross sein kann, 


cos'f .cos{(f — w,) — sin(c/. ■ 
bestehen, welche mit 


-«,).sin<f = 


C03(2ijj - fij) — oder 


2^-%^| 


identisch ist : aus dieser folgt: 
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Da hier uiir von eiuem Maximum von s die Eede sein kanD, so ist der Winkel if-iu 
der Winkel der gröastou BChicfen Wurfweite 3= OM,. 

Grafisch ergibt sich dieser Greüzfall , weEii der [Fig. 15) aus Sf, mit 
dem Raditis M^m bescliriebone Kreis die Kurve F beröhrt; auch lässt sich 
leicht aus der Figur für dieseu Greiizfall die Bedingung 



Sieht indu m dicsoi &leiL.buag i/, und i, als veitinderhcli dn, 'io ist diPS die 
Gleichung des gpomt tuschen Ortes jenei Punkte, welche nui eine ein/ige Loiung 
zulassen, diese Kurve thedt das Eechtecb ÄBCO (Fig 15) lu znei Theile in dem 
einen Thede liegen alle Punkte, die awei Losungen, in dem mdeien lungeren jene 
Punkte die überhaupt mclit getrofleu neiden tonnen da nun kerne d:'r möglichen 
Piiabeln über diese Kuive greifen kann und bie daher von ihr nui heiuhrt weiden 
künnen, so ist die in KPde stehende die umhüllende Knive dei Paiabelgroppe 
mit konstanter AntangsgGSLhwin dl gkeit, was die stionge aualvtische Behandlung auch 
nachweist 

Die betrachtete Kurve ist, wie leuht einzusehen iiut Pinbi,! A( mit dem 
Scheitel in Ä und dem Biennpunktc in 

Erreichte horizontale Schuss weit c. 
Die erreichte horizontale Schussweite wird mittelst der Formel -. 



= X, . -- 



cp . coswj 



tg ff — tg «, ' ' sin f (p - 

bestimmt, die direkte aus der Gleichung 



'■'"('~i) 



gewonnen wird. 

Grafisch kann (Fig. 17) die horizontale Schus s weite OZ, /.. B. für tp, 
durch Bestimmen des Reduktionspoles p und Ziehen des Strahles pM^ ab- 
; werden. 



Für unseren allgemeinen Kall haben wir zwei "Wci'the von cp, demnach 
auch 2 erreichte horizontale Schussweitea : 

für <-pj = 10° ist Xo = 1247'" 
für (p^ = 82" ist Xo = 1Ü05'". 
Für den Grenzfall gelten die Bedingungen : 

-c, = 1000'", «,=20, 7„:= 100-7'" und f^,,, ==-16"; 
dafür resultirt als erreichte horizontale Schussweite x„=^ 1035™. 
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Relativer Abgaugswinkcl, 

Beziclit man den Abgangswinkel y anf die Sehue OJff,, so ertält man 
den relativen Abgangs wiiikel, den wir bekanntlich mit (jp,. bezeicliiien ; die 
Beziehung zwischen dem Ahgangswinkol rp und dem relativen Abgangs- 
winkel (fr ist durch die Gleichung 

<p, =: ff - « 

zum Ausdrucke gebiacht 

Wir ftoUen untoiouchen, wie sich die iclativcn Abgangswinkel für 
Punkte Mj /u einander veihalten, welche emeilei Abscisse haben, somit in 
einer Vertikalen liegen, für diese Punkte gilt die spezialifiirte Flugbahn- 
gleichung 1 

tgn, ^ tgr/) - --'^ [1 + tg», 



die wir 

mit it bezeichnen wollen. Gleichung (m) lässt sich aber aucJi in folgender l'orin 
schreiben : 



Jg tp -- tg«i_ 1 4- tsff . fgn, 
1 + tg<f . tg«, " i -f Ig^rp 



oder 



" i+tg> ^' i + tg> 

Ist nun 9!, somit auch «^ sehr kleiu, so können tgr^- . tgWj und tg^r/? 
gegen die Einheit vernachlässigt werden und wir erhalten 

S=fi = tg,,,, (») 



in welcher Gleichung Äi eine konstante Grösse bedeutet, d. h. bei geringer 
Erhöhung (Vertiefung) des Zieles ist der relative Abgangs- 
winkel eine konstante Grösse, 

Der Beweis dieses Satzes liegt übrigens bereits in der früher pag. 2i 
aufgestellten Form der Gleichung, sowohl der parabolischen als ballistischen 
Flugbahn : 
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aus welcher noch ferner der Satz folgt, dass der relative Ab gang s- 

wiiikel dem Abgangs w in kel für das Erreichen der horizon- 
talen Schussweite x^ gleich ist. 

Durch die gemaclite Voraussetzung ist sellßtverständlich die Zwei- 
deutigkeit von (p verloren gegangen , und kann unter dem nun eiTechneten 
Winkel qo nur der kleinere der beiden Winkel f/i^ und (p.^, nämlich (p^ 
gemeint sein, 

Verallgemeinerung des ehen erwiesenen Satzes. 
Hat die F lugbahn gl eicliung die Form 

x'' . fix) 

!/ = a: ts ffj — ->- -'- , 

■^ ^ '^ 4fieos^f/> 

so gelangen wir zu, demselben Kesultate, es ist nur 

W inkeife hier, der durch Anwendung des Satzes von der 
Konstanz des relativen Abgangswinkels begangen wird. 

Uer i'iclitige Werth für rfi,. folgt aus 

1 + tgrji . tg«! 
da if >■ «1, so ist tg'^ff >> tgyi . tgK, und der Brueli 
J + tg^f^_ 



auch rp = (p, + n zu klein erhalten. 

Da, wie man sich leicht überzeugen kann 

arcr^.>^ resp. [^^Aj_j 

ist, so wird aus der Gleichung (f — n:=(pj, für (/> ein grösserer "Werth, i; 
aus jener (p = (p,- -\- n resultiren. 



"■) Diese UngleichuDg gilt auch für den speziellen Fall negativer Werthe 
Toa (p und k,. 
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K(4:v>-.\ i'isp, I -'-T=-^| ist, üeigcn folgcudo Opera- 



dalier 
und 




sin2rf,t = 2 sicf ji . coa <f'.c 
2sia<f,t>siD2<fj, 


oder wegen 






da mm arci^'j 


■■>aiuf.t, 


, so ist um so mehr : 



Beispiel : 

Unter den Anualimen F„^= 189'" j;; ^: lOOÜ'" n^ = 2" fanden wir 
für rf^ = 10^ 

Nach Formel («) ist fp,. ^= r^ -^ n, = 7* -18' 35" und hieraus 

fp = Q'> 48' 35". 
Recluiot man (pj, nacli der Formel 

sm2,p,. = i, 

SO rüsultirt 

q,^=z 7" 57' 35" 
und aus der Gleicliuug y,e = fi- 

ly = 9" 57' 35" 
Resultate, wekhe aaf Grund der Diskussion zu erwarten sind. 

Äbweicliiing des wirklichen Treffpunktes voni b eabsicb tigten, 

iu Folge der Anwendung des Satzes von der Konstanz des 

relativen Abgangswinkcls. 

Hiezu bestimme man aus dor Flugbalmgleicliung, in welche für <p, rpj^ + n^ 
gesetzt wird, die Ordinate p'; diese ist: 

, sin 2 (gpj; + «j) — sin 2 ^^ 

' " 2cos^(9,c -p M,) 



oder 



, si n% . cos(2 yj + %) 
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Bezeichrei! wir den verticalen Fehler mit Jy, so ist 

sin% . cos(2y.i + «,) 
cos^(qi,T ■\- »i) 
oder 



^y = J*! — ^' = ^1 ■ tg «1 — aTj , 



, ^ r, cos», . eos(2^^ 4- «i)l 

L cos^(iyi,, + M,) J 

Man überzeugt sich leiclit, dass 

cos^(y,^ -\- n^) ~ cos«! . cos (2 (f'^c + Mj) = -~- "— = sin^y^ 

ist; deiiiiiach ist die verlangte Abweichung gegeben durch die Formel; 

eine Formel, welche für alle Fälle Giltigkeit hat, wo die Flugbahngleichung 

sin 2 ^ — sin 2 (p,j 

y ^^' 2 cos'*q[i 

anwendbar ist; da, wie bereits erwiesen, diese Formel für einen 
speciellenFall die Gleichung der ballistischen Kurve reprä- 
sentirt, so gut die Formel Ay auch in diesem speciellen Falle 
für die ballistische Kurve, 

Ist (fx und demnach auch n^ sehr klein, so nähert sich Jy der Grenze 
Null; das Zeichen von ■dy richtet sich nach jenem von j/^; liegt der Punkt iHTj 
über dem Mündunga-Horizonte, so ist y^ und mithin aneh ^^y positiv, sonach 
3/j > y, d, h. es liegt der wirkliche Treffpunkt unter dem 
beabsichtigten; liegt M^ unter dem Mündungs-Horizont, so Ist y^ negativ, 
daher y''^yi\ diese Beziehung besagt mit Berücksichtigung dessen, dass y 
und y^ negative, d. h. nach abwärts gezählte Ordinalen repräsentiren, dass 
der wirkliche Xreffjiunkt über dem beabsichtigten Hegt. 
Liegt der Punkt ilf^ unter dem Mündungs- Horizonte, so ht 



^ ~' ^' Lc0s(91„. — M,)J ' 



da 

(;os(^j: — Mj) > cos((j).t -|- JJj), 
so ist das absolute Mass der Abweichung des Treffpunktes bei einem 
unter dem Mündungs- Horizonte gelegene!! Ziele grösser als bei dem symetriscli 
oberhalb des Mündungs-Horizontes gelegenen. 

Der Fehler Ay Ist kleiner als die Erhöhung j/j, sobald 

COSI.9.,. + »,) ^ 
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=(f-,f,)= 



ist, woraus als Bedingung 

~- - (f,, > <iP.r + «1 

folgt. 

Hieraus resuHirt für w, die Bedingung ; 



so würde liei einem oberhalb des Mündiings-Hovinontes gelegenen Punkte iKj 
der wirkliche Treffpunkt unter dem Mündungs- Horizonte liegen, so dass man 
in diesem Falle einen kleineren Fehler hegelieii würde, wenn der Winkel (/i,,. 
zur Anwendung käme. 

Beispiel: 

In unserem Falle ist (p = f,^. + «^ = 9" 57' 35", a:, ^ 1000™, «, = 2", 
^1. ^ T'' 57' 35"; daraus resultirt z/)/ = + 0'69"'; da der beabsichtigte Tretl'- 
punkt die Ordinate 2/1 ^= 34'92"' hat, so ist die Ordinate des wirklichen 
Treft'punktos : 

if- ^ 34-^3'". 

Der relative Fehler ist = -— , 

y, 50 

■Will mau das Mass haben, um welches der Durchgangspunkt der Bahn durch 
die Gerade OM, von dem beabsichtigten Treffpuakte entfernt liegt, so bestinuue 
man zunächst die Abscisse S dieses Durchgangspunktes aas der Koexistenz der 
Gleichung der Geraden OM, : 

niit der Flugbahngleich uDg, in welche für tp, <fx +»1 /u setzen ist; hieraus resultirt: 
oder nach einfachen Reduktionen : 



folgt; da ferner 
ist, so übergeht ; i 



- ^fe.siuif,,;- Coa(^^' +TO,) 



2sin2(p,t 
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Kezeiclinon wir diese oben präzisirte Abweichung mit Js, so ist offenbar 



1«, COSH, 


L COSip.r . COS«iJ 




-"-'■■Sr 


> Iran» cüs«, 


= 1 gesetzt werden, wodiiruli 




^s = !/, . tgipi 


!/, = 34-921" 


■, y.,i-="T" 5T 35", n^ == 2" 


nach dei' Fi 


>rmeKl, -?'■ ^^^''^ 



Ist n, sehr klein, i 



2. Anf'gal)e. 

Es sind 2 nicht in einer Vertikalen gelegene Punkte M^ 
{(Cj^yi) und 31.2 (x^i/i) gegeben; V„ und ff sind so zu bestimmen, 
dass die Bahn durch die beiden Punkte geht 

IIa die Bahn hier durch die Punkte 0, 3fj und M^ gehen soll, sonaeh 
drei von einander unabhängige Bedingungen vorliegen, so ist die Aufgabe 
vollkommen bestimmt. 

Gemäss der Entwicklungen in den Untersuchungen der geometrischen 
Verhältnisse der Parabel ist : 

•" = t+t+*^S = ''"■ + "^"• + ""'' '"' 

wenn hier dieselbe Winkel-Bezeichnung wie früher eingehalten wird. 

Die Gesehwindigkeitshöhe wird aus der Plögbahngleichung bestimmt, 
die wir für den einen oder den anderen Punkt spezialisiren , tlmn wir dies 
hezüglicli M^, so erlialten wir; 

tg», = tg(p -^ -^,_ "=4^.^^ = tg«. + lg», + lg. - ^-j^ 

oder 



^^ ^ n ^ x^ 

2(/ 4 . c02^if(tga + tg«j) 
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F„^J_ 1/ .?^ (ß) 



is^ ■ ' 2(tga + tgn.-) 
folgt, in welche Formel Eoch der aus (a) gerechnete Werth von <p einzu- 
setzen kommt. 

Soll die Aufgabe praktisch iösbar sem, so muss: 



COS.P y 2(tg« + tg«,) ^ ^ 



sein, wenn unter (F„)„,(ii! die grösste bei der in ]]etrac!it gezogenen Feuer- 
waffe zulässige Geschwindigkeit verstanden wird. 



= 500'", 
= 1000"', 




tgß = . 


0'04 

0-03 

— 0-02 ; 



tg5p = 005 und 91 = 2" 51' 45" 
y„ = 495-5™. 
Die erreichte horizontale Schussweite a^^ wird bestimmt aus: 

x^ . siTup . cosWj emq) . cosn^ 

" '~ sin (^ — Kj) ~~ 3 ■ gjj, (■y __ ^^-j • 

Grafische Lösung: Den früheren Entwicklungen zufolge bestimmt 
(Fig. 12„) die Diagonale cä die Kichtung der ürspmngstangent« und liiemit 
den Abgan gs Winkel ; OF reprösentirt die Geschwindigkeitshöhe h. 



S. Auigal)e. 

Gegeben sind: Ein Punkt Üfi {x, t/^) und der Tangenten- 
Winkel b^ in diesem Punkte; Fa und (p sind den Bedingungen 
der Aufgabe gemäss zu bestimmen. 

Da drei von einander unabhängige Bedingungen gegeben sind, so ist die 
Aufgabe vollkommen bestimmt; den Werth für den Abgangs winkel erhalten 
wir durch Spezialisirung der bekannten Formel: 
tg6 = 2 tgK — tg(p 
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Zur Ermittlung der Aafaugsgeschwindigkeit dient die Gleiclmng : 
■welche spezialisirt lautet : 

hieraus folgt: 

y^ ^ . 1 .. .. ^ 

" ä cos"*' if tg jij — tg Oj 



F = ^- 1/ ?5' 

COsip ^ 2(tg», — tge. 



worin nocli für (p der oben angegebene Werth einKusetzen ist. 

Die praktische Lösbarkeit bedingt die Erfüllung der Bedingung : 



C059 ' 2(tg«j — tg9)^^ ' 



Für Aen Fall, als der Pnnkt ilfj im absteigenden Aste der Bahn liegen 
soll, führt man statt 6 den spitzen Winkel ein, welchen wir auch mit 9 be- 
zeichnen wollen ; man hat hiezu nur statt 9^ , 2 n; — 9, resp. — 6, zu 
setzen und erhält; 

tg^ = 2 tgm, + tgS, 



cos ^ '2 (tg «I 



, +tg9;)- 

In dem speziellen Falle, als das Bahiielement in Jfj auf die Sehne OM^ 
senkrecht stehen soll ist 6, :^ — — «^ 

hiemit : 

" cosy ' ' 2(tg^Wj -}- 1) cosqi.sec«^ ' 



*) Wenn der Tangeatoa winke] G, dem aufsteigenden Bahnaäte angehört, 1 
6, positiv; da iu diesem Falle auch tgif positiv, A. h. grösser als Null se 
so ist 2 igtii :> tge, die Bedingung fttr die Lösbarkeit des l'roblemea. 
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Für Ö, =; 0, (i. lt. wenn jlf^ im Sclieitel der Bahn liegen soll, ist 
tg Ö, ^ und 

tg ly = 2 tg Wi 

Beispiel: 

Es sei x^ = 1000'" ö, (im absteigenden Aste) ~ 15", ?! = 3" ; die 
Rechnung gibt (f = 20" 2G' 40" und V,, — 132"', 

Grafische Lflsung: Diese ist in Punkt 4) des Paragraphes : Kon- 
strnction der Parabel, pag. 46 angegeben. 

OF (Fig. 12„) ist die Geschwindigkeitshölle. 
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lY. ABSCHNITT. 

Anwendung der Resultate der parabolischen Theorie zur Ermitt- 
lung der geometrischen Verhältnisse der ballistischen Kurve. 

1) Bestiiiiiiiung der Ordiuateii der Fhigbalm aus Aor Reihe der 
Al)gaiigswiukeL 

Im 1. Abschnitte wurde nachgewiesen, dass, wenn die Gleichung der 
hailistischen Kurve in der Form 

erichoint die gtonetiisihen auf eme bekannte Abgangs wiiil;el-Keihc basirten, 
(ileichungen der parabolischen nnd bilhstischen Flugbahn identisch sind. Wie 
lu dci ballistischen Theorie eiwie^en wiid, ist diese Form der Flugbaim- 
gleichung für den Fall grosser Anfangsgeschwindiglteiten und 
kleiner his zu 12 — 15" reichender Abgangs winke! zalässig. Es können in 
diesem Falle daher die im 1, Abschnitte entwickelten Flugbahngleichungen 

/,-,,, \ cosfcc + <f>x) • sinfcp — cp,-) sin2m — sin2rp.^ 

{II") y = X — — — ^ ' -s ^^ '—^ = X . ~~ „ - „ ^— , 

^ ^ " Cfi^^tf 2cos^95 

(H") y = x . tg(^ —¥",1:), 

(,11' 1 y ^= X . si.-a{^ ~ (f^ 

zur ßereclmung der Ordinalen der ballistischen Kurve benützt werden. 

Hierbei wird y in demselben Masse : Fuss, Meter, Schritt etc. erhalten, 

in welchem x in Kechnung gestellt wird; will man aber die Ordinaten in 

einem ganz bestimmten von x abweichendem Längeranasse erhalten, so mnas x 

noch mit der entspreciienden Reduktion szalil m niultiplizirt werden , wodurch 

die Formeln folgende Gestalt annehmen: 
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Beispiel: 

Den Vorgang bei der Berechnung werden wir um lidten durch ein 
Beispiel illustriren, und wa,hlen die für das Infanterie- und Jägergewehr System 
Werndl {M. 1867) bekannte Abgangs w ink elreih e , (siehe Handbuch för die 
k, k. Artillerie, 1. Theil, 7. Abschnitt), uro die Ordinalen der Bahn für 
Xa = 1200 Schritt zu berechnen, welcher Distanz der Algangswinkel 
y = 3" — 6' — 18" entspricht. 

In der na ciif olgenden Tabelle sind die Werthe y^, if — (px, (p + ^.t 
für die von 100 zu 100 Schritt fortschreitenden Distanzen eingetragen. 



Distanz in 
Sctritt 




ffx 


t^ + if-x 


q- — q:,: 

1 

2" 59' 23" 
2" 50' 53" 


100 


0" 


6' 55" 


3" 13' 13" 


200 


0° 


15' 25" 


3° 21' 43" 


300 


0" 


25' 28" 


3" 31' 46" 


2" 40' 50" 


400 


0° 


37' G" 


3° 43' 24" 


2" 29' 12" 


500 


0" 


50' 17" 


3" 56' 35" 


2° 16' 1" 
2" 1' 15" 


600 


1 


5' 3" 


4" ir 21" 


70O 


1" 31' 20" 


4" 27' 38" 


P 44' 58" j 


800 


1" 39' 12" 


i" «' 30" 


1" 27' 6" 


900 


1" 58' 87" 


5° 4' 55" 


1« 7- 41" 


1000 


^ 


19- 37" 


5° %V 55" 


0° 46' 41" 
0" 23' 8" 


1100 


2 


42- 10" 


5" 48' 28" 



Um die Ordinalen in Centimeter xu eriialteu, worden wir x mit c 
Reductionszahl m = 75-9 raultipliziren, und erhalten; 



(11") 



^ cos (}. + (Jj . tm(tf ~jr) 
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Die nachfolgende Tabelle eiithSlt die JjOgaritliraen, welche im Verlaufe 
der Rßclinung nothwendig sind: 





log« 


OgCOS((p + (fa;) 


Iogsin((p-<p^) 


10gtg{tp — (fi) 




2-OOOOO0O 


0-9993137-1 


0-7173U1-2 


0-7179026-2 




3-3010300 


0-9992516-1 


0-6962470-2 


0-S967837~2 




24771213 


0-9991755-1 


0-6699437— 2 


0-6704192-2 




2'60206ÜO 


0-9990823—1 


0-6373586-2 


0-6377677—9 




2'6989700 


0-9989708-1 


0-5972049-2 


0'59T6449-2 




2'778i513 


0-9988381-1 


0-5473178-2 


0-5475880-9 




2-8450980 


0-9986825-1 


0-4847100-2 


0-4849125-2 




2-9030900 


0-99850üe-l 


0-4036978- 9 


0-4038372-2 




29542435 


0-9982895-1 


0-2941798—2 


0-294964O-2 




3-0000000 
3 0413927 


09980453 1 


0-1328746-2 


0-1329147-2 




0-9977650—1 


0-8279611-3 


0-8279709-3 



log 75>9 = 1-8S02418 
log cos^fp = 0-9987238 — 
Der Gang der Eechnung, am 
von lOOX zu erhalten, ist folfionder : 
j legi 



= 1-881518Ü. 



3S> 

die Ordinate für die Abscisse 



) ^ 2-OÜOÜÜOU 



(Il'O 



(11") 



I -I- lüg cos (9 + <p,^) = ü-9993137 - 

[ + log siu {(f) - (-/-,,,) = 0-7173111 - 

log^ = 2-5981428; 
r 2 0000000 
^ 1-8802418 
30-7173111 - 



+ log 



lüg 100 - 
+ los; 75-9 
m((p — f_,) 



log 3/ = 2 5975629; 

log 100 = 2 0000000 

-f log 75-5 = 1-8802418 

+ log tg (SP - fr) = 0-7179026 ■ 



/ ^ 2-5981444; j/= 39641'^'". 
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Die nach deu Formeln (II"), (H"') ond {II'') errechneten Ordiuateu ■ 
wcrttie sind zum Zweclie des Vergleiches in nachfolgende Tahclle eingetragen : 





Abacisee x 

in 

Scliritt 


in2<p — sin2^^' 


sin (ifi ~ fii) 


yün„75-9.a^ 

tg (f - If :.) 




2cos^,f 




100 
200 


3%-40 


395-88 


396-41 




75ö']7 


754-26 


755-19 




30O 


106Ü-00 


H)ü4-9U 


1066-06 




400 


1318-31 


1817-23 


1318-47 




500 


1501-9S 


1501-13 


1502-30 




600 


1606'29 


1605-87 


1606-8; 




700 


1621-80 


1621-09 


1622-75 




800 


1537-47 


1538-16 


1538-75 




900 


1343-48 


1344-82 


1345-08 




lOÜO 


1029-05 


1030-66 


1030-76 




1100 


560-58 


561-82 


561-83 




1200 












Um den Genauigkeitsgrad der mittelst der Formeln (11'^) wnd (IF) 
eiTechnctea OrdinateQwenhe ersichtlich au macheu, haben wir in der 
nachfolgenden Tabelle die Differenzen der Ordinaten bezogen auf jene der 
Formel (H") eingetragen ; diese gibt , soferne sie Berechtigung hat , matlie- 
matisch genaue Daten ; die Differenzen der Ordinaten wollen wir laira 
(n" — ll*"') resp. (II" — n'') bezeichnen. 



ß — 0-08 -o-ia -O'; 



Diese Tabelle bestätigt unsere ira I. Abschnitte auf dem Wege der 
Diskussion gemachten ScMusafolgerungen : Unter Anwendung der Formel (II"') 
erhalten wir eine Bahn, die znerst nntor, später aber über der richtigen 
Bahn liegt, während (11^) eine stets über der richtigen liegende Bahn gibt. 
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Der Winkel ifi^, für wekhen Gleichheit der au 
recliiieteu Ordinateii ciitapriuht, kann aus der Formel : 

009 (tp + fpj) ^= cos^ rp 
ermittelt werden. 



(11") und (II"') . 



g cos (r^- + */),,) = 2 log C 



:0-9ö872;iÖ— 1, 



I ist dieser Grenzwci'th : 



: i» 23' 25"; da 



Da dieser Winke! zwiseheu jenen für 600 und 700X liegt, so liegt die 
Abscisse des Krouzungspuuktes zwisclieu ßOO und 700X, was auch die Tabelle 
nachweist. 

Die grafische Bestimmuag der Flugbalmpuiikte geschieht nach der 
pag. 24 [Folgerung aus (11"')] entwickelten Methode; hiezu wii'd es zweck- 
mässig sein, sieb eine Tabelle der Eudfallhöben anzufertigen. 



3. ISerechnuiig des Einfallsiviiikels der ItiilUsiiselicu Kurve. 



a) Wenn zwei Punkte der ballistischen Kurve gegeben sind 
wovon einer im Mündun gs- Uoriz o nte liegt (Erreichte hori- 
zontale Schnss weite gegeben), 

Durch das oben beschriebene Verfahren wurden die Ordinatoii der 
ballistischen Kurve festgestellt. Faast man den der Abscisse (Xg — lOüX) 
entsprechenden Punkt ilf, ins Äuge, und betrachtet diesen, den Ursprung 
und den Auf treffp unkt als einer Parabel angehörende Bedingungen, so wird 
diese Parabel den zwischen Jf, und dem Auftreffpunlit gelegenen Thcil der 
ballistischen Kurve ziemlich decken, u. z. umsomehr, je näher Jf, dem Auftretf- 
punkte liegt; der für die Parabel orrecknetc Abgangs- (Einfalls-) 
Winkel ist der Einfallswinkel der ballistischen Kurve. 

Wir erhielten durch Verbindung der Gleichungen (II", II"', II'') mit 
der Gleichung: 



«tge(: 



1- -- 



pag. 42 folgeade Gleichungen zur Berechnung der Einfallswinkel : 
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tg © = -^^-j ■ sin {ho — fi^,) = -^^~ ■ Sil {<P " 9-t.) \ (ß) 

In diesen GlciuhungLii ist ihe Beieclinung dei Oidmite fiii die Abscisse v^ 
go^Mssoiraasseii mit lubegiifien und \xeii3en diese dann gebiauclit wenn die 
EmfdllswmliPl diiekte ^us dri Abging&wmkeh eihe eiiecbnet weiden sollen 

Ist die Beziehung qi — (p ^ = »i zulässig was wenn y= ^[i%f — (px) 
die Gloichuiig der biUistischen Kurve lepräsenliit iu(,li stattfindet so kann 
die letzte die&ei diei Gleichungen auch in der Foim [Ci, — aj tg0:=^u tgW[ 
geschneben weiden wekhe Relation duekt aus dei in Fig 7 angegebenen 
Konstiuktion des \bgani!Sfl mkels doi pii abohschen Bahn {hiei EinfalUwmkel 
dei ballistischen Kuive ^ufgestBllt weiden Imm hiezu biancht man nui QZ 
ans den Dreie(.ken FQZ und OQZ zu bestimmen, and diese Weithe einander 
gleich zu setzen 

Ilit man jedoch die Könntniss der Ordinate so ist & diiekt aus der 
(ikiLhung der substituuteu Paiabel zu bestimmen und düifte es für die 
Rtühnunf, bequemei sein den ITispiung diesei Paiabel in den \uttiefipunkt iu 
ieiki,en aus dei Flug! ihngleichung folgt bckauntliLh 

Ist y in einem anderen Längenmasse als x (xt,) gegeben, so muss noch 
die RedukiioEszalil m in die Formel treten, wodurch 



wird. 

Beispiel: 

Für das obere Zahlen bei spiel ist: 

m ~ 75-9 und X = 100. 
daher 

t^& = l--^ 

75 9 . 100 . (Xo~ 100) 

Wir wollen fui das Werndlgewehr den der Distanz von 1200X ent- 
spcecbenden Emfallawiidtel rechnen, u. z. um den Einfiuss der Eechnungs- 
metho le i khi zu stellen deu Einfallswinkel auf Basis der für die Distanz 
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89 
von llOOX entspvecheuden, nach den Formela (II") (II"') (II'") errechneten, 
Ordinateu , was mit der direkten Berechiinug aus den Formeln (5) iden- 
tisch ist. 

Die Einfallswinkel sind: 

= 4" 36' 23" [nach Formel (11")] 

©=«4" 36' 59" [ „ „ (II"')j 

= 4" 37' 0" 1 „ „ (ll*')] 

Dass die letzten zwei Einfallswinkel-Grösseii grösser ausfallen mnssten, als 

die erste, ist klar, da die mittelst (II"'} und (IF) für llOOX errechneten 

Ordinaten grösser sind, als jene aus (II") 

Diese Unterschiede in den OiJmaten und Einfalhviiikcln sind für die 
Praxis so unerheblich, dass raaii die eiutuhste iini b queii'-tr Formel zu 
i benützen wird. 



Formel (0) lässt eiue Vereinfachung zu , wenn dai Verhältniss — ein 

so kleiner Bruch ist, dass er gegen die Einheit vernarhllsgigt norden könne; 
dies erfordert für eine bestimmte Distanz ein sehi klnmos 1 oki für ein 

bestimmtes x eiue sehr grosse Distanz x„\ mit "\Bim:CbUssj;,un);, von — 

wird : 

und für unseren Fallt 



welche Formeln besagen, dass das in Betracht gezogene Balmstilulr als eine 
Gerade angesehen werden könne. 

Der nach der letzten Formel bestimmte Wertli des Einfallswinkels, 
basirt auf den aus (II") errechneten Ordinaten wer th, ist; 
= 4» 13' 26". 
Der absolute Fehler, in Bezug auf den genauesten Werth des EinfaUs- 
winkols, hetrSgt: 0" 22' 57" und der relative 

_ 0" 22' 57" _ 1 
*^ ~~ 4<' 36' 23" ~ 12' 
Dass der nach der vereinfachten Formel gerechnete Einfallswinke! kleiner 
ausfallen müsse, zeigt die Formel und auch die Envngung, dass man für einen 
konkaven Bogen die Sehne setzt. 
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Änmeikuug. Für die Praxis ist nur eiu gewisses Mass des relativen Fehlers 
zulässig, welches ivir mit ij bezeichnen wollen. 

Für den Fall kleiner Einfall swiiikel kann der relative Fehler der Winket 
gleich jenem der trigonometrischen Tangenten gesetzt werden und ist: 



holl der relative Fehler klein ansfailen, so muss v im "VeihlltiiisEe z« i sehr 
klein sein verl'uigt man i\egeu det Gleich massigkeit und des t'eicheu Gcn\uigkeits 
giades gleiche lelaüve leWei so soll j. stetb so gewiMt werden liss das Vei 

haltuiSE — konstant lät 

Wollte man z B für den EinfUlawinkel iur ju-=fiUO uutei inweading dei 
\eiemiiLliteu Formel den relativen Fchki haben so muiste t— ^0 geutnimen 
und hieiUi \oreist die Oi Iniite geittbnet VieiiUn 

behen wir Bchliesslich um alle Foimd m piufcn uii-h lei i ij, 15 
entwiLkelten Kegel resp nt^h der Formel 

= -^—(to -" «,.) — -^^— . {m — fp,) 

vor, um zu rechnen, so erhalten wir: 

= -^^(^-(3" ß' 18" — 2° 42' 10") = 4« 37' 36" 

ein Werth, welcher sich dem genauen Werthe ausserordeiiüiiih nähert, was 
im Ilinhlieke auf die leichte Handsamkeit der Formel selbe 
für den praktischen Gebrauch sehr empfiehlt. 

Die graphische Lösung ist in Fig. 7 enthalten; der Winkel l'QZ 
ist der gesuchte Einfallswinkel ; mitte]st der vereinfachten Formel wird ^MZ2 
bestimmt. Der Anblick der Fignr lehrt, dass je näher M sa Q kommt, 
desto mehr sich -^ MZP jenem QPZ nähert. 

fc) Wenn keiner der gegebenen Punkte der ballistiselien Kurve 
im Mündnngs-Horizonto liegt. 
In diesem Falls lege man durch die gegebenen zwei Punkte und den 
Ursprung eine Parabel, und nehme an, dass diese auch den ausserhalb der 
Punkte bis zum Auftreifpunkte gelegenen Tlieil der ballistischen Kurve, mit 
einer för die Piaxis hinreichenden Genauigkeit deckt; der Abgangs- 
(Einfalls-) Winkel der substitniitcn Parabel ist der verlangte Einfalls- 
winkel der ballistischen Kurve, welcher mittels der Formel; 

tgS = tg,., 4- tg«, + tgO = -^!- + 1^ + |1-3|S 

bestimmt wird. 

Die konstruktive Ermittlung des Winkels neigt Fig. 12a. 
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Anmerbuug Die natei a) uud b) eutwickeltea Methoilen smil vorzüglich 
gceiguet, lus den Duichganispunlitea durUi vertikale Scheiben uuil deu \iiftiefi 
puiikteji, deieu Lage diifgenomnieu weiilen mush, die Einialls\Mulii 1 apinoximitiv £U 
crmittelu, und wiie die DuiLhfuhiuag voIlIili H ciiüuugen nCli §Putli h liei schallen 
bühiesaübuiinen zu empfehlen 



3) Bcreehiixing des Tangentenwinkcls in einem Punkte der 
Itallistiseiicn Kurve. 

a) Wenn von zwei gegebenen P uii k t g n der b a 11 i s t i s c li c n 
Kurve einer im Mtindungs-Horizoiite liegt. (Erreichte 
horizontale Schussweite gegeben.) 
Deiilteii wir uns die Parabel in derselben Weise , wie bei Behandlung 
der vorigen Aufgabe unter a) angeordnet, so vermögen wir auch den Tangenteu- 
winkel im Punkte M^ zu bestimmen ; die hiezn nöthige Formel ist bereits im 
1. Abschnitte, pag. 42, entwickelt worden. 
Es ist: 

fgO?==lgj,,=.--L = tg(6, +«,). 

und 

8, = ■/, - .,. 

Beispiel; 

Für den Punkt, dessen Absctsse = llOOX ist, folgt: 

©■ = y^=i'> 13' '26" und öj = 3« 50' 21" 
Kennt man bereits den Einfallswinkel für die Distanz x^ , so kann 
der Tangentenwinkel für die Abscisse ic, mittelst der Formel : 

gefunden werden, worin y^ — n^ ^^ b^. 

Diese Formel in ihrer allgemeinsten Gestalt: 
^Syi ■■ tgj-a = X, -.x^ 
kann als Ki-iterium für die Ausdehnung jenes Cogens der 
ballistischen Kurve dienen, für den ein Püraboibogen sub- 
stituirt werden kann; sind nämiich auf Grund ballistischer 
Eeclinuiigen die Tangentenwinkel und die zugehörigen Posi- 
tionswinkel bekannt, so kann für jenen Bogen ein Parabel- 
bogen substituirt werden, für den — — nahezu koustant ist. 

X 

Anmerkung; Wir wollen hier, um wcnigstene die Aufmerksamkeit auf eine 
in der Praxis des BchieBSens wichtigo und erst in der ballistischen Theorie zu er- 
weisende Eigensciiaft der ballistischen Kurve zu lenken , den Einfallswinkel für die 
Distanz von llOOX mit dem Winkel Xi vergleichen, den für diese Abscisae (llOOX) 
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in der Bahn für x^„ = 1200X flie Tangente mit der Sehne einschliesst; dieser Eiu- 
ßillBwinkel sei 611U0; es ist nun: 

1100 003(5" 1' 47") , sin(0 ° W 33") 



resultirt, wäbreiid 

3, = 4° 13 3t- 

Für die PraxiB können diese beiden Winkel al'i gleich lugeaikeu w iden 
wtlrden wir diete Unteiauthun^ tur Biknen anirestellt htbeii wekhe klemeien 
Distmeen, somit kleinerPD AbgangBivinkein entsprechen nnd daher flai,ker sind so 
wurde diese Difterenz noch kleiner ausfalleu 

Diese Thatsache ist eine Konsequenz des eist in lei Balhstik zu he^vusenden 
Satzes disi uiitei gewissen Bedingungen die Bahnen tui kleioere AbgangSHinkel m 
jenen fdr die giosseieu enthalten smd ein Analogon zu diesem Salze ist der die 
Fli^bahnparahel betieffende, wonach bei Ueinen Abnants winke In lelbe als PinKieis 
mit dem Badius c= 2A angesehen weiden künne 

Da m dei Ballistik nachgewiesen wiid dass die lelativen Einfallswinkel 
für bestimmte Abscisseiiweithe den diesen (ah houzontale Schussweite ge lacht) 
entsprechenden Einfallswinkeln gleich sind, so kann der Satz aufgestellt 
werden, dass die Parabel-Substitution in jener horizontalen 
Ausdehnung der ballistiachen Kurve erfolgen kö 11110, für welche 



Die graphische Bestimmung des Tangenten winkeis erfolgt durch die im 
I, Abschnitte entwickelte einfache Methode der Tangenten - Konstruktion- 
(Fig. 12„), 

6^ Wenn keiner der gegebenen zwei Punkte der ballisti- 
schen Kurve im Mündungs- Horizonte liegt. 

Seien die beiden Puul^te M^ (j,, y,) und lf„ (a-j y,) und die zuge- 
hörigen Positionswmkel w, und «g gegebea , so denke man sich analog wie 
unter V) in der vorgulionden Aufgabe eine Paiabe! suhstitmit von der jetzt 
nun angeuummen wird dass sie den zwischen J!f, und M.^ gelegenen Theil der 
ballistische it Kurve deckt 

Die Tangentenwinkel Ö; und 9^ in den Punkten M, and M^ werden 
mittelst der Formel : 

»nd } ("•) 

.g». = - .g,.. + „., + .g„ = _ ^ + Ä + h^:^ I 

ermittelt. 
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Um die auf die Sehne OM^ und OM^ bezogenen Einfallswinkel d. h. 
die relativen Einfallswinkel j'j und y^ zu erhalten, addire man zu den ge- 
fundenea Winkeln Öj and 6^, n^ resp. n^ algebraisch hinzu (d. h. mit dem 
entsprechenden Vorzeichen), 

Sind die in Betracht kommenden Winkeln sehr klein, so können /j 
und yj direkt mittelst der Formeln: 

tgn = tg«a + tgß ( v 

tgr. = tg«j 4-tgß ^ ' 

ermittelt werden. 

Erfüllt endlich die substituirte Parahel die Bedingungou, um als Kreis 
behandelt werden zu können, so dienen 2ur Bestimmung von y^ und /, die 
Gleichungen : 

;i =::::. « 

Diese Formeln finden bei Lösung des ballistischen Problemes des indirekten 
Bresch-Schusses Anwendung, um aus der bekannten Lage des deckenden 
Punktes l^ilfj) und des Treffpunktes (Üf^), Hilfsdaten zu gewinnen, 
um auf Basis derselben aus den Schiesstafeln Elevationswinkel und 
Ladung ermitteln zu können. Es handelt sich hiebet entweder um 
den Einfillswinl-el für die horizontale Entfernung x^ oder 
u j f l h t I F tfernung x^. 

D E g 1 f d b 11 t 1 Kurve entsprechend, auf die wir 
b t b d Af 1 Itllt sind y^ und y^ die gesuchten 
Enfall 1 1 

In 1 Kl d 1 1 1 f I h W se ist die Ermittlung der Eleration 

ndllugb bl t EfU 11 und bekannter Distanz in der 
Ahladlug D 1 1 S 1 Hohlgeschossen, von Arthur 

Graf Rjlandt Rheidt, K. k. Geneialmajor etc., dargestellt. 

Siehe ferner: Schiesstafeln für die eisernen gezogenen Hinterlad- 
Kanonen M. 1861. 

Beispiel: 

Es seien beispielsweise die Ordinaten der Punkte Jlf, und M^ : 
x^ = 1200«' y^ = 14-31"' 
x^ = 1228"! y^ = 8'47'" 
Wir wollen nach den oben angegebenen drei Methoden die Winkel ^, 
und y.^ rechnen. 

Die llcchnung gibt 

tg«! ~ 0-011925 «1 = 0» 41' 0" 
tgttä — ü-00li8974 n^ = 0" 23' 43" 
tgß —0-20857 « =11" 4G' 53". 
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Die Formeln ( 


.■) sefc 


;ti; 








-/■ = 12" 


U' 18" 






)'. = 12» 


27' 7"; 


die Formeln («) 












r, = 12" 


9' 34" 






r. = 12" 


2ß' 4" 


die Fnimeln (jr'] 












3 = \ 


27 ü3" 



Diese Eechnungs Ro^ultatr zeigen zun'^chst, dass für die Praxis die 3 
Metlioden Iquii alert iiid best'Atigpn ilie im I \.bschnitte pag. 42 bezüglich der 
aus den Foimeln (h) geieclineteii Wettlie geraachten Schlussfolgerungen und 
zeigen däös die mitteht dei einfachsten Foimel (j>) gerechneten Grössen sich 
den wahren Grossen am meisten mheia 

Die graphische Losung besteht dann dass man in den Punkten JZ, 
and M^ die Tangenten zieht was im I Abschnitte erläutert wurde. 



4} Bereclinung dfs Abgangsivlnl«>ls der biillistiselieii Kurve. 

Liegt \oii den beiden Punkten M^ und ÜC,, jener J^^^ dem Ursprünge 
näher als dem Aufti eflpnnkf e, so gibt der Abgangs- (Einfalls-) Winkel der 
durch 0, 3Zi und M^ gelegten Paiabel den Abgangswinkel der ballistischen 
Kurve um so genauei, je nJhei üf, an liegt; die Inezu dienliche Formel ist: 
tgy = tg«, -t- tgMj -f tgß. 
Die sei Fall kommt beim indirekten Vertheidigungs- und indirekten 
Demontirschusse ^or (^Siehe dip schon ftülier zitiite Abhandlung des Herrn 
Geneialmaiors Giaf Bjlaudt Rheidt) 
Es seien beispielsweise: 

x^ = CO™, «/, — ü-iyS'", x^ = -ibi>"\ y-j =: — 1 4"'. 
Dann ist: 

5-198 



sonach : 
and 



tgM, = 


^60 " ■" 


0-08(163 


tgmg — - 


1'14 
"" ~75"8" "^ ' 


- 0-0015 


tgß == 


5-198 + 1-14 _ 

tgg) := 009421 
ly =. 5" 22' 55". 


0-00908. 
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6) Vertikale AHnveiehuug des wirklichen Treffimnktes vom 

bealjslchttgtPii, durch den Gebrauch des Aufsatzes ^egen ein 

erhöhtes oder vertieftes Ziel. 

Im ni. Absclinitte wurde nachgewiesen, dass bei grossen Anfangsgc- 
scliwindigkeiten und geringer Erhöhung (resp. Vertiefung) des Zieles, der 
relative Abgangswinkel f, eine konstante Grösse ist , u. ?,. sowohl fflr den 
leeren alsj lufterfüllten Uaura, wenn im letzteren Falle die Flugbalm- 
gleichung 

/■(<■) 



ikf ■ 



2 T OS ^ 

e de Bill tik nachgewiesen 
de t o "s e Geschwindigkeiten 



11s (, st die e ^ul s gie t fi de 
wrl n 1 leets ofte-s he vo »el be 
d lle ue AI gangs y I el st^tt 

Da le Erhebui gs v kel ^^ be d selbe A fangsgeschwindigkeit eine 
ko Stinte C össe st so n «s i ch lei relat e Ete ■itionswinkel e,. 
konstai t u d e d dem Elevat o s v kel fü 1 e 1 o i tale Distans x gleich 
e e t 0U1 I 



s hc 11 1 le P 11 tl 1 1 In totalen Auf- 

n Muh lang H z te 1 e e ie Z le der Ausdruck : 



= itg.. -- 



(«) 



worin L den Abstand des vorderen Visirpunkfes von der Aufsatzehene, r den 
parallel zur Schnssebene gemessenen Abstand dieses Punktes von der Seolen- 
axe bedeuten. 

Bei einem erhöhten Ziele ist der erforderliche Aufsatz 

A', = i.tg (e — m) l'-l^— „- 

^ ' x„. cos (s — n) 

angegeben, wenn n der Positions Winkel ist. 

Ist n sehr klein, so kann cosw ;= t gesetzt werden, und ^ 



Sobald nun s — n = e,,- ist, findet auch : 

A, =: A'i 

statt, d. h.: Durch das Richten mit dem Autsatze für e 
horizontale Entfernung, gegen ein in dcrsellieu 



■hallen 
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Entfernung befindliches, wenig erhöhtes (vertieftes) Ziel, wird 
der Seeienaxe der relative Elevationswinkel e — js ertheilt. 
Die für die Beziehung 

gefundene vertikale Ahweicliung des wirklichen Treffpunktes vom beabsicktigten, 
gilt in Folge des eben erwiesenen Zusammenhanges nun auch für den Gebrauch 
des Aufsatzes; natürlicher Weise gibt die hiefür aufgestellte Beziehung nur 
bis zu jener Gienze genaue Werthe, als die Flngbahugleichuiig {II") zulässig 
ist; allein auch über diese Grenzen hinaus wird sich die früher entwickelte 
Formel wegen ihrer grossen Einfachheit empfehlen, namentlich darum, weil 
es sich gewöhnlich nur um approximative Werthe der Fehler handeln kann. 
Die Formel lautet: 



jg. 



[sin (p^. "1 i 
cos(^,, + «i)J ■ 



Wir wollen beispielsweise untersuchen, wie gross die Abweichung des 
wirklichen, vom beabsichtigten Treffpunkte ist, wenn wir mit dem Wevndl- 
gewelire gegen ein 10'" über dem Mündungs-Horizonte befindliches lOOOX 
entferntes Ziel scbiessen; es ist: 

?/, = 10" 
(f,,. = 2" 19' 37" 
n, = 0" 45' 17" 
(^,. 4- flj = 3" 4' 54" 
und hieraus 

Ji/ -— O'OIGÖ"', 
d. h, es liegt der wirkliche Treffpunkt um airka 2"'" unter dem beab- 
sichtigten. 

(>, BestiniiuHiig des bestiielieneii Rnmues, 

Denkt man sich (Fig. 18^ ein vertikales Objekt vom Auf treif punkte des Ge- 
schosses P im natürlichen Horizonte HII in der Scliussebene gegen den Ursprung 
bewegt, so heisst der Weg Pq auf dem das Objekt ohne Unterbrechung 
getroffen werden kann, der totale bestrichene Baura B,. Der Weg 
Pr Ms zum Zielpunkte / heisst der bestrichene Raum hinter dem 
Ziele Bi,; der Best qr der bestricbeueRaum vor dem Ziele Bg, 

Hat man die Kenntniss des Einfallswinkels für jene Distanz, für 
welche der bestrichene Raum zn bestimmen ist, so denke man sich durch den 
Ursprung und den Auftrefl'punkt eine Parabel mit dem Abgangswinkel © gelegt ; 
diese Parabel wnd nun den letzten Tbeii der ballistischen Kurve mehr oder 
minder decken, und man wird den bestrichenen Baum für die ballistische 
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Kurve — mit einer für die Pia\is Imuei henden Gt,^^^ulgke1t — mit jeieu 
füf die substituirte Parabel identitiziren können 

Der Abstand des natürlieben und Mundun^a Hoiizontes =,ti li dio Höhe 
des Objektes über dem Mündungs Houzoiite 7, dit totale OtjeUsbolie 

a) Bestrichener Raum vor dem Ziele £„. 

Lassen wir die Gleichung der substituirten Parabel : 

y =^ X . tg© (l --— j 

mit der Gleicbung der Geraden y=z.'h^ coexistiren, so entsprechen die Äbscissen 
nur mehr den Schnittapunkten ; der kleinere Abscissenwerth ist das ver- 
langte B„, Durch Auflösung der quadratischen Gleichung erhält man, wie 
leicht zu ersehen, hiefür: 

2 r 4 tg© 

Ist \=^ - - - ■ ■ d. h, gleich der Steighöhe, so bestreicht die ganze 

parabolische, um so eher die ballistische Flughihn- ist 

,\'^ • " ■ ' , — 1 so sagt das Imaginär werden des IL Theil s da =! hioi 1 om 

Unterschied zwischen bestrichenen und nicht bestrichenen Eaurn ^oiliegt 
was ganz natürlich ist; ferner, dass die Stetigkeit von h ah Funktion 

von a^u an der Grenze h, ^= —^-. unterbrochea ist, Wenn daher der 

^ 4 

bestrichene Baum als Funktion von Xo grafisch dargestellt 

werden soll, so beginnt die Kurve bei iener Distanz, wo \ 

der Dteigbühe gleich i=!t 

Es lat klai dass je mehr siuh ft, dei Steighöhe der ballistischen Kurve 
näheit desto mehi die auf dem eben entwickelten Wege bestimmten be- 
stiirlienen Räume \on den wihien u z in dem Sinne abweichen werden, 
dis letztere giossei als eistoie sind weil die substituirte Parabel 
über der bailistischen Kurve liegt. 

Diese Thatsache mahnt zur Vorsicht bei Aawendnng der oben abge- 
leiteten Formeln und weist darauf hin , dass die begangenen Fehler um 
so grösser ausfallen, je flacher (rasanter) die ballistische Kurve ist; diese 
Fehler werden in der That bei flachen Bahnen so gross, dass sie wohl zu 
berücksichtigen sind, demnach ein anderes, später zu erläuterndes Rechnungs- 
Verfahren eingeschlagen werden muss. 
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ö) Bestricliener Raum hinter dem ZUlc iJ„. 

Lässt man die obige Flugbahngleiclmng mit der Gleichung */ = — h^ 
coexistiven, und zieht von dem grösseren positiven Ahscissemverthe (HP) die 
erreichte liorizontale Schussweite x„ ah, so erhalten wir: 





B, = - 


?S- 


+ 1/4- 


^*^ 






o) Totaler 


bei 


itriclione 


i Raun 


i i 




Der Definition des bestriciienen Raumes 


iiufolge 


ist; 






B,! 


= B, + B, 






oder 













■ + 






'tg© " ' * 4 "'tg© ' 



Ist Xe sehr gi-oss, jedenfalls grösser als lOOOX, so sind die Werthe 

von — — ^-^r ^ind '■—■■ sehr klein und um so kleiner ihre Quadrate, 

at„ . tg x^.tsQ 

die wir unter dem Wurzelzeichen hinzuschreiben Itönuen, ohne den Werth 
von B, wesentlich zu ändern, und dies um so weniger, als das 2. Radikal 
abzuziehen kommt; es wird demnacU: 

* -~ ^ [>/ 1 + ^;; -,gg + ^. ,„> e - |/ 1 ,. , ,g 9 + ^; , ,.' sj 
oder endlicli; 

^ r 2h„ '2h, ih^^K Jl_ 

~T Vc. tg© "" a„ tgoj"^ tgO tgO 

Yen löge dieser Grleichting kinn dei letzte Theil der Bahn ^oii d u 
Punkte an ih eme Geiade ^sugeaehen A\erdei! wi die Oidmate gleit] 7; ist 

Sind Ä, Aj und H m einem anderen Langenmasse als t geg 1 ph ■; 
muss die entspieehenle Reduktionszahl m Rechnung gestellt weiden 

Bei-ipiel 

Wii wollen beispielsweise anschliesaend an die fui das Weindlgewehr 
bereits durchgefühlten Rechnungen die beitrirhenen Räume für x^ = 600>> 
und Xo ^= liOO rechnen wit legen den Pechnnngen die mittlere Minnsböhe 
H= 173 8 za. Grunde und nehmen in dass dei hoiizontile Zielpunkt in 
der halben Minuslnhe lieitt sonach h, = h =. 8C 9 
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Weil h^. \, H in Centimeler gegeben sind, so sind 



©jg^^zr^io 36' 23" 

Die Rechnung ergibt für: 

x„ ^ 600>^, B„ ~ 49X, Bk = ii.'X, Bf =^ 90X, 
a;<,= 1200\ B„ = 15X, £,,= 14X p, = 29X. 

Rechnet man den bestrichenen Raum nach der Formel: 



' ' "* tg"ö ' 






erhalten wir für 






x,~mOK :B, =:89X; für ä;„ = 1200^, 


s> 


= 28'55X. 


(J) Berechnung des bestrichenen Raumes 


\ be 


i bekannten 


OrdinateH. 







Bei voraasgesetzter Kenntniss der Ordinaten und unter der für grosse 
Distanzen giltigen Annalime, dass der letzte Theil der Bahn als eine Gerade 
angesehen werden könne, kann der bestrichene Raum durch Anwendung von 
Proportionen bestimmt werden. 

Seien (Fig. l^a) ZP—a und MP — h die bekannten Ordinaten, PR = \, 
PS = Äj so folgt aus der Figur : 

wegen JMeP od tnsn, h : \ ^= a : B,. --^ — '~ und wegen 

^MxP ^ ep.r, h:h^=a:Bk~ --,— - und B, ~ — . H. 

Hiebei wird das Stünk zZ vernachlässigt. 

Beispiel: 

Rechnet man mittelst dieser Formeln die bestrichenen Räume für 
X.,= i200X, so erhalt iian 

h — £ ^ l^i oX und B = SlX 

Genauer verfahit man wenn man die Theilc 1er L\hn 3IZ und ZIT, 
(hiebei PZ=:ZP,) im i-ich ■ils Geride ansieht wenn die Oidinifen nicht 
bekannt wären, so können fiii den bestiichenen Pium Foimeln kon^trunt 
werden, in welchen die Beicchnung dei Oidinaten lus. den \bfcangs winkeln 
mit inbegriffen ist; hiebci ist zu bemeikeu diss man lie Abgingswmkel fui 
nach konstanten Diäerenzen foitlaufende Distanzen kernt 

Um möglichst einfache Foi mein zu erhalten lehraen Vii\. die Foimp!(n") 
V = sm ( y — (j I 

I 



yGoosle 



100 

daraus folgt: 

ö = (a^j, — -a) . sin {rp - 
welcher "Werth in die Formel 



oder mit Berftcksichtiguug der Reduktionszahh 



Liegt der Punkt M^ unter dem Mündung s-Horizonte. so ist (f^ ^ cp und 
Jlfj Jj =^ &^ = — a; . sin (go.i — qi) ; 
der absolute Wertli von ö^, der hier allein In Frage kommt, ist sonaeh : 

a: . sin {<f,: -- <p) 
und wenn ZP^ =^ a^ ist , 

&. -(.r„4-«0.sin(<p.. -9)). 
Setat man diesen "Wei'tli in die Proportion: 
h, : «, = /(^ : Oft 
ein, so ist: 



' C3^o + «j).sin(.j.,, — 9>) 
oder mit Berücksiclitignng der Keduktionszahl : 

rtJ^: '- 

Beispiel: 

Anschliessend an dio tiübei- durchgefiihrten Eechnungen ist ; 
m^ 75-9; a --^ a, :=. iOO=<, 
daher obige Formeln übergehen in: 

100 . ;*, 



(«) 



" " ^ 75-9 (iK„— 100) . sm(9 - tp^) 
und 

'' 75-9 {x, + 100) . sin{.y,^ — tp) " ^^' 

Wir wollen für das "Werndlgewehr für x^ = 600^ die bestrichenen 
Räume nach den Formeln (a) und {ß) bestimmen ; gegeben sind : 
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0« 50' 17" -^ ^,,, 

1" 5' 3" = g'eoo 

1" 21' 10" = 9)„„. 
Für P„ ist y — (p^ = 0« 14' 46" =^- %,, - f^^^ 
„ B, „ f/>,, -fp=:0« 16' 17" -=€/>,„, — (p,„,. 
Die Eeclinuiig gibt JS„ = b5''<, B,, = 34-öX. 
Der Anbiicli der Figur lelirt, dass nacb (a) für B ein s 



grosser 



nach (3) für Si, ein zu kleiner bestriclie Ra It t 

Die mit den Formeln («) trod (ß) 1 alt E It t 1 ntl h 

bei flachen Bahnen vevlSsslicher, als jene d ) ?) o 1 ) I tmmt n 

Formeln, weil durch die oben angedenle P h 1 b t t nhaft F hl 

entstehen können. 

Die für die Distanz von 600X vavi 1 R 1 g F g l h n 

diesen Einfiuss sehr anschaulich; bei d Flugb h f 1 D tan w d 
sich die substitnirte Parabel bereits so 1 1 1 ball t h 1 u 
lieben, dass mit den itntei a), b) und c) t 1 If F \ i B uf 

fallend kleinerer, för Bu ein anfiallend g al d 1 1 h W th 

zu erwarten ist; die Unsicheiheit in dei Bestimmung jener &renze, von 
welcher an die Formeln a) , i) und r) anwendbai sind , mahnt, wie schon 
erwähnt, zur Vorsicht bei deien Gebrauch 



e) Bestimmung des bestrichenen Raumes bei flachen Bahnen. 
Oben wurde auf die Fehler hingewiesen, die durch Anwendung der aus 
der parabolischen Theorie resnltirenden Formeln entstehen können; liegt (wie 
das bei Handfeuerwaffeni zumeist der Fall) eine Ordinaten-Tabelle vor, so 
kann ein für die Praxis hinreichend genauer und unter allen Umständen 
verläsalioherWerth des bestrichenen Riume im Wege eines einfachen 
Interpolations Verfahrens gefunden werden di& wollen wii beispielsweise füi 
die Berechnung des bestrichenen Raumes voi dem Zitlo B^ zeigen 

Seien (Fig. 19,,) M^'m^ = i/^ und M m^ - ^g zwei Ordiniten gegeben 
innerhalb welcher A^ liegt, so dasa J'j t> ^j ^ ?* "O betiaohte man die 
Sehne M^ M^ als mit dem Bogen übereinfallend und führe zui Abscis-ienixe 
im Abstände h^ eine Parallele, welche die behne II, M im Punl te A '■i.hnei let 
n^Z ist dann der bestrichene Raum von dem Ziele B 
B, := n^m^ + m^Z. 

Sind Xi und x^ die Absuissen der Punkte M^ und M.^ und x^ die er- 
reichte horizontale Schussweite, so ist: 

n^m^ =vM^ kami ans der Proportion: 

Mj^m : Nn = mM^ : nM^ 
gefunden worden, die auch geschrieben werden Itann; 
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C^, - 'h) ■ (K - y,) = (^. ~ ^i) ■■ «^^' 

woraus folgt: 

(A, — y„) («„ — X,) 

und demnaelj: 

3/i — !'« 
Dieser Werth ist dem wahren gegenüber etwas :iu gross. 
Analog verfährt man zur Bestimmung des bcstrielicnen Raumes hinter 

dem Ziele (B,,). 

Liegt keine Ordinal en-T ab eile vor, so suche man auf dem Wege des 

Tatonnementa aus der Tabelle der Äbgangswinkel jenes Kusammeiigcliörige 

Werthepaar Xo uad gi.^ auf, welches die Gleichung: 

. ain (^ — ffl;v) . cos (^ + 9,,) 

\:= X — ■-- ^ ■■' ^ - ■ ■■■ ' ■ ■ '^ ^ resp. /(j =^ :k tg [qj — f^j etc. 

befriedigt. 

iC(, — X ist dann der gesuclite t)estric]iene Raum B^ 



f) Bestimmung des bestiiiiheiien Uauracs auf grapliisohem 

Wege. 

Zur Konstruktion dei snbstit unten Paiabol tmd t^Fi^' 20) die Bedm- 

gungen 0, Z und (aus den fechiesstitela") gegeben, und es handelt sich nun 

darum, die zunäch'-t Z gelegenen Punkte 3f und P zu hxiien, welche die 

Ordinaten -{• Äj, resp — h^ haben HH lat der nattiihche Hoiizont Nach 

vorgängiger Bestimmung des Biennpunktes F, nehme man (OF — h^) lesp 

{OF + \) in Zirkel und duichschneide, von F aus, AB resp HII, woduich M 

und P der Grundeigenschaft dei Paiabel gemäss bestimmt «md es ist dann 

i>2 =-B, 

2)jZ := Bft und 2'Pi = B, 
Befindet sich der natuiliche nbei dem Mündungs Honzonte ^0 ist die 
Lösung analog. 

Diese Konstruktion gilt selbstverständlich nui tm den lall als dif 
Anwendung der uutei a), i>\ c) entwickelten Formeln zulässig i-t 

71 Berechnung der ^5^«"^'"'^« wenn Sprenginteryalle 

' * Si)rengintervane' Sprengliöhe 

gegeben ist. 

Sei H die vom natürlichen Horizonte gemessene Sprenghöhe, a der 
Abstand der beiden Horizonte, I das Sprengintervalle, so sind die Ordinalen 
des Sprengpunktes: 
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llj = H — u. 

Sind H u und I in verschiedenen LängeumasKen gegeben, wie dies 

bei den Feldgest-Lützen thatsächlich öer Fall ist {H und a in Meter, I in 

Sehritt) , so müssen diese Grössen durch Einführung der entsprechenden 

Eeduktionszahl vt auf gleiches Längenmass gebracht werden, daher allgemein 

,,, = (H ^ a) m 
ZU setzen ist. 

Wird analog, wie in der vorigen Aufgabe eine Parabel substituirt, die 
als Basis die Bedingungen 0, Z, © hat, so gilt die Gleichung: 



Vi = 



, .tg©(l 



werden in selbe für x^ und y, die obigen "Wertlie eingesetzt, so erhalten i 
die unbestimmte Gleichung: 



..(i?-«)=.(.T„--/).t.g0[l- 



^I) 



tgö, 



mittelst welcher bei bekanntem, resp. angenommenem i, H erhalten wird. 
Sind H und i" in gleichem Masse , allenfalls in Meter gegeben , so fällt die 
Reduktion szahl m hinweg. 

Ist 11 bekannt, so kann I dareh Auflösen einer quadratischen Gleichung 
leicht ermittelt werden ; man findet : 



~~2" r 1 ^^ 



0.« 



Bezüglich dei Berechnung des Spieng Inteivalles hn Sieben Bahnen 
gilt das nntei c) bei Berechnung des bestiichenen Raumes Ge'^^gte; um in 
diesem Falle bei bekanntem fepienginteivaile die Spienghöhe zu iinden, benütze 
min eine dei Flngbahngleichungen (U") (II" 1 (II' ) y nt dei aus der Schiess- 
tafel zu entnehmende Abgangswinke! für x^, (px für Xo — I\ x ist gleich 
Xa — I zu setzen. Zu dem gerechneten Ovdinatenwerthe ist noch der Ab- 
stand a der beiden Horizonte zuzufügen. 

Grafische Lösung. Die Aufgabe, bei bekannter Sprenghöhe das 
Sprengintervalle zu finden, ist ganz analog der Bestimmung des bestrichenen 



Um bei bekanntem Intervalle I = Zr (Fig. 20) den Sprengpunkt JMj 
und somit R ^= Jf,«», zu fixiren , ermittle mau für die Abscisse Or den 
Reduktionspol p\ Z^ bestimmt im Schnittpunkte M^ mit ms den ver- 
langten Punkt, 



y Google 



8) Bereelinung des geileckten Raumes {R) liiuter einer Deckung. 

Soieu (Fig. 21) j-^p^ die Koordinaten der Deckung If, , so ist den 
Eigenschaften der liallistischen Kurve, für kleine Abgangs wiiikel, zufolge der 
(au3 den Schiesstafeln) bekannte Einfallswinkel für die horizontale Distanz Xy 
gleich dem Einfallswinkel y^ der üf, passirenden ballistischen Kurve bezogen 
auf die Sehne OM^, d, h gleich dem relativen Einfallswinkel im Punkte 2K^. 

Da nun 

Y, =~- 6, + «1 
ist, so folgt: 

= -A - «, 
als Neigungswinkel dei Ti gpiito im Punkte M, gegen die Ähscissenaxe. 

Fui eine zu suhstitmreiide Parabel sind nun die drei Bedingungen 0, Jf^, 6, 
gegeben und min I ann für die Praxis die Annahme machen, dass die Parabel 
die billistibche Knive zunächst 31^ in einer hinreichenden Ausdehnung deckt. 
Seien e^ v, die Kooidiniten des Auftreflpunktes Z^ am "Wallgange AB 
ui d i =r A2^ dei gc'ii heite Raum, so ist: 
x.^=x, + R 
x^ — X, = B. 
Um die gestellte Aufgabe auf die einfachste Weise zu lösen, ivähle man 
ans den Formeln des I. Abschnittes jene, welche die obigen drei Bedingungen 
repräsentirt ; diese Formel ist offenbar : 

tg9, = - lg», + tg», + tgo = - i + l'^ + *-£l|! 

nnd nach bewirkter Elimination von x^ : 

^ ' x^ ^ x^ + M^ R 

in welcher Gleichung R, welches aus einer quadratischen Gleichung zu bestimmen 
käme, die unbekannte Grösse ist. 
Bringt man die Gleichung: 

'S'/l ^tg«^ -|- tg« 
in Anwendung, so wßrde 

'" ■ ./4 i ^ '■ B '' 

resultiren, ans weichet Gleichung R zu ermitteln wiie 

Um die Entwicklung dei quadiatiechen Gleichung zu inn h n namentlich 
aber, um eine fui die Piaxis bnuchbaie Formel zni Beie !i ms \fn F 7u 
emichlassigt man R gegen ä, und erhilt 



y Google 



== h. _|_ ^i.zHi^ 



folgt; ist 4/2 = 0, so ist 

s =/-■-_ 

eine Foiniü iihIo, leiei ilit wii bei Fimittluns, iJei bestn Lencn Eiiimcs 
fand n 

Berilekt,!chti?t man da^? die ballistische Kmye sich stirker als die 
subsbtuirte Pinhel kiummt so \inid man einselibii dass der enechnete "Wertli 
von S giösser als dei wirkliche iht duuh die \eniaillis^igiiife \on J? „egen^j 
wild E noch giosser ans-fallen denn es ist 

A - ^' ^ 

vernachlässigt mau B im Nenner des Bruches, so wird dieser kleiner und 
somit der ganze Bruch grösser. *) 

Grafische Lösung. Aus den gegebenen Bedingungen können (Fig 21) 
leicht Brennpunkt F und Leitlinie LL bestimmt werden. Die übrige Kon- 
struktion ist dieselbe, wie bei Ermittlung des bestrichenen Raumes und aus 
der Figur zu ersehen. 

Ist die Höhe AM^ der Deckung gi'össer als die Objekthöhe, so ergibt 
sich hinter der Deckung ein gesicherter Raum, der gleich ist dem 
Abstände des Punktes Ä von der Projektion (auf AB) jenes Bahnpunktes, 
dessen Höhe über AB der ObjcktRhÜhe gleich ist. 



9) Bestimmung der erreicliteii liorizontalcn Seimasweite der 

tallistisclieii Kurve, wenn ausser 0, ein Punkt M^ (nalie dem 

DuTehgangspunkt der Bahn durch den Mündnngs - Horizont) 

und der Elnfaliswinkel © gcgelien siiuL 

Denkt man sich aus den drei Bedingungen : 0, M, und & eine Parabel 
konstmirt, so ist für die Praxis die Annahme gestattet, dass diese den zunächst 
M, gelegenen Theil der ballistischen Kurve deckt. 



*) Eine analoge Anwendung findet die parabolische Theorie bei stückweiser 
Berechnung der ballistischen Kurve. 
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Sind iCj und y^ resp. », und n^ die Ordinaten des Punktes M^, so 
wird die erreichte horizontale Scliussweite Xo belianntlicli mitteist der Formel; 
__ a?i ■ tg y 



tg(f — tg«, 
1 welcher für if, © einzusetKen ist, so dass ntiiimehr die Formel 
die Form: 

^^ t gQ ^^ _1 

" ' " tgÖ ■-■ tg«| ' '1 —. tgWj . potgö 
hat. 

Diese Formel findet bei glatten Mörsern An>Yendung, am einen appro- 
ximativen Werüi der erreicliteu horizontalen Wurfweite 7,11 erhalten; auf 
Basis derselben und des bestimmten Elevationsivinliels wird 
die Ladung ermittelt. 

Da der Einfallswinkel aber nicht bekannt sein kann, da man die er- 
reichte horizontale Schussweite nicht kennt, so wird statt dessen der bekannte 
Elevationswinkel in Rechnung gestellt, was statthaft ist, nachdem der Unter- 
schied zwischen Abgangs- und Einfallswinliel bei Mörsern, wegen der kleinen 
Geschwiödiglteit und der bedeutenden Querschnitts -Belastung der Geschosse für 
die Pi-axis verschwindet. 

Würde man sich mit dem so erhaltenen approximativen Werth von Xo 
nicht begnügen, so könnte man den ihm entsprechenden Einfallswinkel (wenn 
solcher in der Wurftafet eingetragen ist) üur Ermittlang eines genaueren 
Werth es von x^ benutzen. 

In den Wurftafeln für glatte Möi-ser sind keine Einfallswinkel ein- 
getragen, daher eine Korrektur von x„ nicht möglich ist. 

Um im Bedarfsfälle leicht die Ermittlung der horizontalen Wurfweite 
vornehmen zu können, sind in den Wurftafeln für glatte Mörser die Werthe 
des Koeffieienten 1 

1 ___ 
l — tg«j . cotgy 
für Terrainwinkel {n,) von 1 — 20" nnd für Elevationswinkel von 30 — 75*, 
u. z. für ein erhöhtes und vertieftes Ziel eingetragen. 

Es sei beispielsweise x^ := lOOO"", Wj =: 4- 10», tp = 60*, so ist der 
aas der Tafel zu entnehmende Werth des Faktors: 
1 



: l'll 



X ^ 1110'"- 
W| = — 10, (fi =-^ &< 

1 

1 + tg«i . cotg<jr< ■" 



y Google 



107 

daher 

x^ = 910™. 
Mittelst dieses Werthe? kann am Wege dei Interpolation die Aufangs- 
geachwindigkeit lesp Puheihdmig eiraittelt weilen da der Abgang swiiikel 
eine gegebene Urösse ist 

Aumeikung Bei gezogeneu Moiseiii ist lip«t Tabelle nicht in ibrer 
ganzen AusJuliimng anwendbar wed bei der flössen Portee und seJtist kleinen 
Terraan'ftinkeln (5°) eo bedeutende Erböhnngea leap Vertieinngen des Zieles resiiltiren, 
(liBs die oben ingegebene Paiabel Substitution iinzul&s'üg ist. 

Diese 'schwieugkeit hat Si E\cellen? dei Hr F M Iit. Graf Bylandt-Rkeidt 
umgangen indem ei eine einfacke Beziehung fand inittPlst welcher die Geschwindigkeit 
(litekt ermittelt weiden könne ilie im ^eieine mit dem gegebenen Abgangswinkel 
lesp Ijlevations Winkel d s Tieffen des eihöhten re<ip vertieften Zieles miiglich 
macbt. Diese BeziPhiing ist : 



V tgf-tgn' 



worin V,. die Anfangsgeschwindigkeit fiir dns Erreichen der Abscisse des beab- 
sichtigten Treffpunktes — als horizontale Schussweitc — , c den gegebeneu Elerations- 
Winkel, n den Positionswinkel und F, die geeuchte Anfangsgeschwindigkeit bedeuten. 
Aus den Wurftafeln kann die, T, entsprechende, Pulverladung durch Inter- 
polation ermittelt werden ; diese Wurftafeln enthalten zwei Tabellen des Koefficienten 

1/— — — — u. z. sowohl fur erhöhte als vertiefte Ziele. 
y tg.-tg»i 

Diese Forme! ist offenbar identisch, mit jener pag. 68; statt des Abgangs- 
winkel f wurde hier der Eievationswinkel t eingeführt, weil bei gezogenen Mörsern 
diese Winkel einander gleich gesetzt werden können. 



10. Reduktion der Treffer tiiirt der Priizisionswerthe. 

a) Analytische Lösang, 

Beim praktischen Schlesien kommt es voi dass b-escho&ie theils über 
die vertikale Scheibe fliegen oder voi deiselben auf den Boden tieften man 
dabei nui die Aiifs,ehkge am Tetrain kennt es ist im Inteiesse eines möglichst 
vollständigen veitikalenTrefCerbüdes noth\;endig beiHuhg dieDuichgingspunkte 
der Bahnen jenei Geschosse welche die vtitikale Scheibe ni(,ht treffen duich 
die nach auf lesp abwäits veiUngeit gedachte vettikale Scheibe zu bestimmen 
auch kann die Aufgabe ge teilt weiden aus dem gegebenen hoiizontalen 
Treffeibilde das veitikile Tiefteibikl und umgekehit /u konatruiren endlich 
kann veilaugt ^^elden aus den honzontaleu Piazisionswerthen die vertikalen 
Prazisionewei the beispielsweise aus den ÖOpeizentigen Lingenstiemingen die 
50perzentigen Höhenstreuungen und umgekehrt zu be'itimmen 

Die An^endbiikeit dei Foiraeb dei pai ibohsihen Pheone setzt die 
Kenntni&s des Ein t lUsvtinkels \ri<tus bezugliih die es wiid /ui Veiein 
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faehiing des KaÜtüles angenommen, dase er innerhalb der Streuungs- 
garbe 1 onstant bleibt, was zur Voraussetzung hat dass den M e nge 
auptsäel 1 cl d e > a ationen in der Anfangsgeschwindiglte t zu G u le liegen 
I 1 F'ilie de Reduktion kann der mittlere Weitl de Enfalh mkels 
1 a den S 1 e be D cli- und den Aufschlägen am Terra le p Litfe genau 
e n ttell v Je 1 e mittels der Formel : 

tg© ~ tg«, + tgrt^ -1- tgC! 

u d I '^pe It ten ermittelt werden; im 2. uiirl 'S. Falle liefert der 
Wlst che Kall 1 oler die Schiesstafel den verlangten P^infallswinkel. 

Anmerkung: Eine Bedingung fiiv die Zulässigkeit der Vorausaetaung gleicher 
Einfallswinkel gibt die Differonzialgleichuag : 



Führen wir beiderseits dio Integration aus, so erhalten wir; 

Da 1 ili lunktion des Winkels 8 nnht bekannt i-it %•) ilihien ^ ii 1 
Teränderisthe i' einen konstanten Mitteliieith o ein ün ho zu 1 e-itimmen i- 
der Werfh des Integiales nii-ht altenrt wird 

Dann ist 



0)0 = 


!) 


.(f-©> 


nnd 


-¥'■ 


__ (l:ü.'L , 


Für KUR ammen gehörige Werthe 

ist. 


■";.. 


f', & 


fr ^ 

mlftirO-M 


■ '/■' 


11^0 . 



I t enllicl he Annal nie zulässig; dats die Ah«e cl m gen haui t=nclilit.l Itu 
Variationen d i Anfangsgeschwmdigkeit zuzuschreiben sind so ist <f ^ f nnd endlich 

^eluhe Piöportion mit lei t r die Parabel^iuppe mit konstantem Ahg'^ngewinkel 
abgeleiteten Beziehung analo" ist ntu stehen in dei Relation für die Parabel statt 
den Liei emeeföhiten mittleren Geschwindigkeiten 1ip Anfauffsgpsrhwindigkeiten 

Eodul tion dci 7 rctfci 
feei i^Pig. T2j Ä der Aufschlag eines ule he Stheibe t,£-=ai gen'> i te 
Schosses, © der Einfallswinkel, der etwa aus zisimraengehüiioei Du eh uid 
ermittelt werden kann, dann denl p mn sich aus^ len liPi Be 
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dingmigeii 0, A, @ eine Parabel koiistruirt, deren Gleichung beliaiiDtlicli ist : 

!, = ..tge(i -|-). 

Verlegen wir den Koordinatenursprung nach A und setzen AS = « 
OS := ä, so ist die Höhe MS = b des Scheibendurchschlagea JH; 

oder 

'+^ 

ist — ein sehr Isleiner Brucii, so ist: 

d 

b = a . Igö, 
d, h. das zwischen M und Ä liegende Stflck der ballistischen Kurve kann 
als Gerade angesehen werden, die gegen den Horizont unter dem Winkel © 
geneigt ist. 

Ist J? der Aufscblag eines zu kurz gegangenen Geschosses , BS = a', 
&' die Ordinate des Durehsehlages M', so ist mit Rücksicht auf das normale 
d. h. im Ursprünge angeordnete Koordinatensysteni : 

a' . d . tg© 
d — a' 
oder 

,,___ rf,ige 



y = c,.t,e[i j4,,] = 



und für sehr kleine Wertlie von ■ ; 
d 

i' = — m' . tg 0. 

Seien a und a' einander gloicli und bringen 

"Werthe ö und &' ins Verhältniss, so erhalten wir: 

b _ ^ ""^T 
"h' ^ ~a 

oder für die L'raxis iiinrcicliond genau 

-- z:=; t oder h = b' , 

b 

namentlich dann, wenn ~ ein sehr kleiner Bruch ist. 



y Google 



Reduktion der Präziaionswerthe, 
In einer untei Bcheinbii gleiüien "\ eihältmssen eilialtenen Flugbihneu 
garbe lassen sich imraeihm Hugbahnen denken deien Dmchgiiißapunkte (im 

Schntte dei Richtaiigsebeiie mit dpio Scheilienfelde) duicli das 

Scheibenfeld dip sjßenanuten ^Opetz „ , Strenungen abgrenzen'') 

Hohen 

Dei gemeinsi.battln'be Halbiiungsjmiikt dei SUeuungen i&t dermittlfre 

Trpftpunkt In lern mitücien TieftpanktP deiikeu «u uns die veitilväle 

Scheibe aut8e<!felU und ^pben gpnau ^o wie bei Rpdul tion der Treffer vor 

um z B -^ns dei 'iOpei^ Längen stieuung diG 50per/ Höhenstrenung abzn 

leiten Bezeichnen wii ei'^teiL mit La letzteic mit Ho die Distanz mit Tg 

so ist mit Bucksi bt auf die Gleicbuiig , = 1, ^^eim wir den ürspiung dei 
Koorlimtpn la b A letei 

Beim 10™' Feldgeschütz beträgt beispielsweise für Xo = 2000^, 
Xm = 42'3X, z= C" 32', 

^.=^^^^11^ = «-. 

"^ 4000 

V] Grafische Lösung. 
Diese basirt auf den geometrischen Eigenschaften der Parabelgnippe 
mit konst antem ÄbgangswJnkel. Wie schon erwähnt, wird der Lösung der 
Aufgabe die Voraussetzung zu Grunde gelegt, dass die in der normalen Flug- 
bahngarbe zum Ausdrucke gelangenden Streuungen der Variation der Anfangs- 
geschwindigkeit zuzuschreiben sind, woraus dann die fernere Voraussetzung 
gefolgert ivird, dass innerhalb des Gebietes der normalen 
Streuungen die Einfallswinkel konstant angesehen werden 
können. Konstruirt man nun über jede Flugbahn aus den gegebenen drei 
Bedingungen: 0, Aufschlag und Einfallswinkel eine Parabel, so erhalten 
wir eine Parabelgruppe mit konstantem Abgangs w in kel, von 
welchev Pavabelgruppe nun angenommen wird, das die Parabeln die zunächst 
der Auftreffpunkte gelegenen Theile der ballistischen Kurve decken. 

*) Die doppeltenmittleren quadratischen und mittleren (durch seh nittlioben) 
Abweichungen können als fiSperzeutige und 57perzentige Streumigen aufgefasst und 
ebenso wie die SOperzenfigeu Streuungen behandelt werden. 
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lii 

Wn wollen zwei Au^i! Pii behwil In 

a) Wenn die Vufbchlagi unkte im Mundangs H nzonte hegen wie dies 
bei dPi an-^hti lIipu Behandlmig stillschweigen 1 angenommen wnidp 

/?) Wenn die Auffchliftpunkte m \eischiedenen Niveaus liefen nelchei 
Fall — aHalytiKch behandelt — zu lompluntpn flu den pnktihcheü Rehraucli 
nicht ven\endbaien Foimeln fuhren wmdo 

o) Es &ei aus dem honzontalea Tiefteibild da leitikalp au^ufeitigen 
und BoUeii die vertikalen Oidinalen ler Datchsctlagpunkte gefunden \\eiden 
hiezu können alle AufschUge ohne nennensiveithen Fehler m dei Richfungs 
ebene liegpnd ingeseheu werlen lei !■ infallswinkd sei aus billistischen 
Ri^chnungen bekannt 

Bestimmt man nun l^Fig ä) ilii he *" telluns & Iti ^■üic be a if 1 p1 a lU 
Weise den Eeduktionsj ol j) ho brautht man uui die Auftneflpunl ic A^ i 
mit i m vei binden um ib den Dur hgansspunktea w^ i»^ diesei fetiahlen 
durch die Scheibe die verlangten Punlte zu bestimmen woduidi die vertikalen 
Ordinalen des veitikalen Tiefteibildes bekannt sind 

Will man die Reduktion auch noch auf eine /weite fecheibe Sj voi 
nehmen si muss für liirc Stellung dei Reduktionspol ^i, bestimmt und genau 
wie fiühei ^eifahien werden um lie Punkte u^ fi^ zu ennitteln 

Ai mei k 1 lg I m die hmi ontalen Oidiiiateu am vPitikalen Irefterbilde zu 
eihilten nehme mai -im einiachsten das Opsetz dei geialen Linie m Vnspiuch uud 
setze die DeriTatitneu den EntfeinuiigeD propcitioml 

Sei X dei Abstand dpi Scheibe a dei Abstiad de hoi znnlaleii Aiihchliges 
von dei Scheibe J) die ihm eßtsire(.h nde Abweichung ou dei Rieht ingsebene 
D diG Abw iL,hi ng n lei leitikalen Scheibe so besteht die Pi i itinn 

Soll lach erf ilgtem bchiessea ge^en eine veitikale Scheibe die Reduktion 
der honzontalen Aufschlige dei Uescbosse, wekhe die Suheibe nicht traten 
erfolgen so verbinde man einen möglichst günstig (d h m der Nahe des 
muthmisshcheii mittlei en Treffpunktes) gelegenen Durchschlag mit seinem 
Aufschlag 4j diesei '^trahl bestimmt den Eeduktionspol j^ i ith dessen 
Bestimmung wie oben veifihren wiid 

p) Liegen (Fig ii) die Punkte m leischiedenen "Nneaus allenfalls m 
a, a -^i ^i ^5 mii'isen zuei t he Durchgangspunkte ( a 

A Ä duich den Muudungs Horizont auf die lekinnte und m der Figui 
ersichtlich gemachte Weise bestimmt und im Uebtigen dinn genau wie untci n^ 
veifahien werden *) 

Die KoiistiTil tioiien weiden am zweckmäsaig^ten iiif G tteibugen luich 
gefühlt hezüshch des Massstabes ist 'u eiwnhnen dasa luf Langendimeti lonen 

*) Diese Aufgabe begründet die eingeführte Bczeicliiiung ; -ReduktioDSpol." 
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(resp. ihren ZaiilenwevLh) parallel ku den beiden Axen die Verschiedenheit 
der Massstähe nicht influirt; sollen aus den Konstruktionen anders gerichtete 
Längen dimensionen oder Winkel ermittelt werden, so ist vorerst die Reduktion 
auf einen einheitlichen Massstab iiötitig 

U e b e r den N ii t a c u der p a r a 1) o 1 i s e h e ii Theorie. 

Wiewohl die aus dei Vi vm^ gegiiftenen Anwendungen schon selir geeignet 
sind den Nutzen namentlich des geometrischen Theiles dei paiabohsthen 
Theoiit, m un IJaie'* Lielt ^a stellen so wollen wii doih notli bemeilien 
dass hiemit das Gebiet ihici 4.nwendbukLit unl ihies Zweckes keintsfalls 
eischupft lut 

Duich lip I eiciitigkeit mit dei man zu dtn Resultaten gdan^t und 
duich die Evidenz doiselben eitält dei Geist gewis eimassen die 1 Annäherung 
dei richtigen Voratellungen biUistisihei Veihättnisse und wird dadurch im 
Foischen nach den wohien ballistischen ^eihültnissen wesentlah unterstutzt, 
indem ihm die Wege gekennzeichnet weiden die er windeln müsse 

Das Studium dei Ballistik nimmt vjn diesem Standpunkte einen ve? 
gleichenden Chaiaktei an und wud als Endziel aeinei Foischungen stets die 
Beantwortung dei fiage bilden in wie feine die ballistisihen "Veihältnisse 
gegenübei jenen im Inftleeien Räume modihzirf eischeinen in dei That ist 
diesei veigleichendeCharaktei ein&iundzug dei neueiLnballistischenFoisihunfcs- 
methode wenn ei auih nicht speziell betont \Mid 

Dass die p'uaboli'icbe Theorie die 1 Annäheiung dei iichtigen ballistischen 
VorsteUunf,en bildet kommt auch analytisch daduiUi ^um Ausdiucke dass 
bei balhstibcben Annlherungs-Rechnungen hantig die nach der parabolischen 
Theoiie eiiechneteii djnamischen und geometiischen Verhältnisse 
als 1 Ann^herungsweithe genauei zu beitiramendei (iiossen angesehen weiden, 
]% min kinn m gewissen Fillen (Bombennurf) den duich die parabolische 
Iheoue eihaltenen Re ultaten den ChardktPi hinhugbchei (piaktischei) Ge- 
nauigkeit geben 

lasaen wn dci Nutzen Ips bfuliums tar (iiilolijch i Iht ne lui/ 
sa n e 1 ent s e 

1 Z Ge ¥ Ol Hilli Uten 'ui Duichltihiung I illisfi'^cher 



2 Zu Er ittlung le- 1. Annähern ngswerthe von Grössen, die erst 
d r 1 le ballist sehe Kalkül näher zu bestimmen sind. 

3 7 enlg It gen Be timmung geometrischer Verhältnisse des wirksamen 
The le de b 11 t 1 e I vc. 
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L W.SEIDEL & SOHN. 

Wien, Graben Nr. 13. 

I)eji6t Ö63 k. k. railitär-BPiiäriiphischen TnEtitntea, 



BewikfTiinii^ der k. k. ösk-rr.-ungar.. Armee. Mit einem Anhange über 
explosive Präparate. 1874 2 M. 

Bjlandt-Rbeidt, Arthur Graf, lt. li. General-Major, und Maresch Otto, 
k. k. Überlieutenant, Wirkung u. Gebranch der k. k. fialerr. Feld- 
und Geblrgs-Gescliiitze. 8. Mit Z Taf. und li Fig. im Texte. 1873. 

3 M. 

Haljerl, Carl, k. k. Hauptmann. Das Orieutircn des 91 esstisch es tmd 
Bestimmen von Standpunkten mit dem Messtisclie oder einem "Winkel- 
instrumente. IL Auflage 8 . 1874 1 M- 20 l'f. 

Hagen, W., V. Hagenburg, Entwurf einer Minentheorie, gemeinsam für Pulver 
und Dynamit auf Grund physikalischer Gesetze und über Holz- und Eisen- 
sprengungen mit Dynamit, Mit 4 Holzschnitten, 4 Tab. und 2 Taf. 3. 1875. 

Kriegsmacht OesI erreich 's. Die. I. Theil. Der Organismus der österreichi- 
schen Kriegsmacht. Zweite Aufla ge. 8. 18 75. . . 5 M. 

Kropa~tsclieklLTfred7Häi^tm7~im"k. k. AxtiÜerie-Stabe. Der "k. k. öB(er- 
reiehieehe Armee-Revolver, nebst einem Anhange über den Infanterie- 
Offiziers-Revoiver, Patent Gasser. Nack authentischen Quellen Terfasst. 

8. 1873 2 M. 

Lankraayr Ferd., Oberlieutenant im k. k. 12. Feld-Artili.-Bgt. Waffenlehrc. 
1. Heft. Blanke Waffen u. explosive Präparate. 1875. . . . 1 M. 20 Pf. 

, 2. Heft. Gescliosse, Eülire, Gestelle, Ausrüsttingagegenstände u. Trans- 

portamittel für Feuerwaffen 2 M. 

Leilfaden des Ebenhahnwesens mit besonderer Rücksicht auf den Dienst 
der Feld-Biseubahn- Abtheilucgen. gr. 8. Mit einem Atlas in Quer-Folio. 

1872 ■ 8 M . 

Schmarda Joh. Karl, Oberst. Lehrhneh der pracUschen IHesskaDst. 

3. verbesserte Aufl. Mit 9 Tafeln. 1874 2 fl. 50 kr. 

und Karl Kfiwanek, Oberlieut. Ballerieban beim Angriff und bei 

der Verlheldignn»!; fester Platze. Mit 18 Figoren und Tafeln. 1874. 

SM. 

, Feldbatteriebau. Mit 2 Tafeln 1 M. 90 Pf. 

Weeger, Leopold, u. Geldern, Gustav v., Graf, k. k. Hauptlente des 
Geniestabes, Orandzüffe der Berestigunsshiinst nach dem im Lehrplane 
für den k. k. Central-Infint.-Curs vorgeschrieb. Umfange. I. Feidfortification. 

Mit 8 Tafeln. 8. 1873 5 M. 

, 2. Bd. permanente Forlifieation n. Feslangskries. Mit 7 Tafeln 

8. 1873 5 M. 
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